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YI PREFACE 

toutes les proportions de la géométrie classique, seulement les 
mots, point, ligne, surface, ligne droite, plan, angle, cercle, etc., 
n'y ont pas le même sens qu'en géométrie. 

Une définition est capitale c'est celle du déplacement sans 
changement de forme, et je montre qu'il suffit de modifier cette 
définition pour changer la géométrie Euclidienne en celle de 
Riemqfin, en celle de Lobatschewski ou en dautres moins bien 
étudiées. 

Poiir passer de l'abstrait au concret, c'est-à-dire, pour appli- 
quer ù la géométrie des corps de l'espace réel, les résultats de 
Vanalyse, il suffit de faire une hypothèse très simple, qu'Euclide 
aurait appelée un axiome. 

Mais le postulatum d'Euclide et ses conséquences dépendent 
essentiellement de la définition que l'on adoptera pour ledéplar 
cemfint sans changement de forme. 

Il y a plus : on verra que la définition de la ligne droite et du 
plan sont à peu près arbitraires, c'est dire que toute la géométrie 
dEuclide serait vraie en appelant plans les surfaces les plus 
diverses : c'est ce qui explique pourquoi les auteurs des traités de 
géométrie arrivent tous au même résultat en donnant dès défini- 
tions différentes de la ligne droite et du plan ou en n'en don- 
nant pas du tout. 

En me plaçant au point de vue très général dont je viens de 
parler, fai été conduit à aborder immédiatement la théorie des 
espaces à un nombre quelconque de dimensions, cela m'a permis 
d'étudier à la fois la géométrie plane et la géométrie dans Ves- 
pace, ce qui simplifie V exposition. 

J'ai été conduit ainsi à montrer les ressources que le langage 
géométrique fournit à l'analyse, pour simplifier les énoncés et 
condenser les raisonnements sans nuire à la clarté. J'ai donné 
deux formes nouvelles à une théorie de' l'élimination que f avais 
donnée ailleurs, j'ai été ainsi amené à démontrer le célèbre théo- 
rème dAbel, sous une forme qui m'a permis den déduire un 
théorème que Chastes croyait inaccessible à l'analyse, théorème 
que je suis parvenu à généraliser ; le lecteur pourra même en 
suivant la voie que fai indiquée généraliser à l'infini le théorème 
de Chastes. 
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Je termine par quelques considérations sur les géométries non 
Euclidiennes, et le lecteur conclura sans doute avec moi, que ce 
travail n'est qu'une introduction à la théorie générale des groupes 
de substitutions, dans laquelle f étudie surtout le groupe ortho- 
gonal et ses invariants : la distance et Vangle. Enfin je fais con- 
naître sous une forme simple toutes les substitutions qui trans- 
forment une forme quadratique en elle-même. 
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INTRODUCTION 



1. Définitions. — La géométrie analytique est ordinairement 
considérée comme un prolongement de la géométrie élémentaire, 
ayant pour but de montrer comment l'usage systématique de l'ana- 
lyse algébrique peut faciliter la résolution des problèmes et la dé- 
monstration des théorèmes de géométrie. C'est comme on l'a dit, 
Tapplication de l'algèbre à la gcométrie. 

Mais elle a encore un but plus élevé et éminemment philoso- 
phique, elle est pour ainsi dire à la géométrie élémentaire ce qu'est 
la physique mathématique h la physique expérimentale. Pour éta- 
blir les vérités élémentaires de la géométrie, on est obligé de po- 
ser un grand nombre d'hypothèses (ou de postulatums) que Ton 
évite souvent de mettre en relief; la géométrie analytique a préci- 
sément pour but d'établir d'une façon à la fois franche et rigou- 
reuse les propositions de la géométrie élémentaire. Elle a pour but 
de montrer sur quelles hypothèses nettes et fondamentales il faut 
s'appuyer pour y parvenir. 

Je dois prévenir le lecteur que pour lire ce qui suit, il est indis- 
pensable qu'il fasse table rase de toutes les connaissances qu'il a 
acquises en géométrie, les mots que nous allons employer n'ayant 
pas le même sens qu'en géométrie, au moins au début, plus tard 
on verra que ce sens est seulement généralisé. 

2. Remarque au sujet des fonctions circulaires. — Dans ce 
qui va suivre, j'appellerai sinus et cosinus d'un nombre x, réel ou 

Laubent. — La Géométrie analytique générale i 
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imaginaire, non pas les lignes considérées en trigonométrie, mais 
les nombres définis par les formules 

_I "^ Z' _ __ 

x^ — i , ^ — xV — l jc^ — l « — xv^— I 

V * j ( CCS X = , sin a; = c , > 

2 a ^/ _ I 

. sin X 

isx = . 

^ COSOT 

On démontre facilement, dans tous les traités d'analyse, indé- 
pendamment de toutes considérations géométriques, et comme 
conséquences des formules de définition (i) que 

\ cos (x -h y) = CCS X CCS y — sin x sin y, 
^ ^ I sin (x -h y) = sin a; cos y -h cos x sin y, 

d'où Ton conclut, en observant que en vertu de (i) 

(3) sin o = o, cos o = I , 
la formule 

(4) sin- X -h cos^ x = I . 

Tout cela est bien connu, mais ce que Ton sait moins bien, c'est 
que à l'aide des formules (i), et sans le secours de la géométrie, on 
peut encore définir le nombre tc et établir la périodicité du sinus 
et du cosinus, nous croyons donc utile d'entrer dans quelques dé- 
tails à ce sujet. On sait que des formules (i) on tire 

(5) cosx= I — ^j + 1^ .... 

(0) . sin X = 0* — 3 I "^ 51 •••' 

qui montrent que 

(7) cos X = cos ( — x), sin X = — sin ( — x). 

Si l'on suppose a? = o la formule (5) donne cos x = i. Si l'on 
ait a? = 2, on a, 

4 , 16 

cos 2 = I > — ... 

2 24 
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^t Terreur commise en prenant 



CCS 2 = I -^ - =^ -^ I • 
a 



«st moindre que le premier terme négligé i| = § , donc cos 2 < o. 
L'équation cos a: = o a donc au moins une racine entre o et 2, 
appelons ~ la plus petite de ces racines, lea formules (2) donneront 

cos ^x -f- ^j = — sin X sin -, 

• / «\ . it 

sin I ar -h - > = cos x sm - . 

mais la formule (4) donne 



Sin « - = I et sm - = di 
2 a 



Or pour a; < ^, cos a; qui, en vertu de (5), (6) est la dérivée de 
sm X est positif, sin x est croissant, comme il est nul pour o; = o, 
il est positif pour x = ^ donc il ne peut être égal à — i et Ion a 

cos (o^ -h ^) = - sin X, sin (x -{-fj = cos x 

d'où il est facile de conclure 

cos {x ~i~T:)== ^ cos X, sin (x -Me) = — sin x 

et Ton aurait de même 

ces I j — x] = sin x, etc. 

Il reste à montrer comment on peut calculer n bien que cela ne 
soit pas absolument nécessaire. Or les dérivées de tg x et arctgx. 
se déduisent facilement des formules précédentes sans avoir recours 
à la géométrie et on en tire 

, x^ x^ 

arcigic = x — y -4- ^-— ... 
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par les procédés connus, et Ton sait comment cette formule peut 
servir au calcul de n. 

Ainsi en résumé, un individu n'ayant aucune notion de géomé- 
trie pourrait établir toutes les formules de la trigonométrie, abstrac- 
tion faite de ses applications géométriques (théorème des projec- 
tions, résolution des triangles, etc.). 
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1. Notions générales. — On appelle point ou variété à o 
•dimensions, dans un espace à n dimensions, Tensemble de n quan- 
tités ic,, çc^, ..., a?» ; et ces quantités portent le nom de coordonnées 
•du point en question. 

Si les coordonnées d'un point sont variables et fonctions d'une 
seule quantité, qui peut être lune d'entre elles, on dit que le point 
-en question décrit une ligne, ou un espace à une dimension, ou 
-encore une variété à une dimension. 

En général, si les n coordonnées d'un point sont variables et 
fonctions de p paramètres distincts, on dit que le point décrit une 
variété ou un espace k p dimensions. 

On appelle souvent surfaces les variétés k n — i dimensions, 
dans les espaces à n dimensions. 

On appelle yî^are un ensemble de variétés à o, i, 2, ... dimen- 
sions. 

On appelle intersections de deux figures, les points communs à 
ces deux figures, quand elles en ont. 

Quand deux figures ont des points communs on dit qu'elles se 
-coupent ou se rencontrent en ces points, et ces points sont dits sur 
les figures. 

Une variété à p dimensions est continue, si les n — p coordon- 
nées fonctions des p autres considérées comme variables indépen- 
dantes, sont continues. 

Une surface (variété d'ordre n — i dans un espace à n dimcn- 
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sions) est algébrique quand son équation est de la forme, on peut 
se ramener à la forme 

¥ {x^ ... Xn) = o, 
F désignant un polynôme entier. Le degré de ce polynôme est 
alors le degré ou Tordre de la surface. 

Les surfaces du premier ordre sont ce que Ton appelle des plans- 
'(des droites dans l'espace à deux dimensions). 

Une variété est du premier ordre, si toutes ses éqiiatipns sont du 
premier degré. 

n — I équations du premier degré représentent une variété à 
une dimension à laquelle on donne le nom de ligne droite, il est 
évident que les n coordonnées d'une droite peuvent, d'une infinité 
de manières, s'exprimer en fonction linéaire d'un paramètre 
variable qui sera l'une d'elles si l'on veut. 

Les conventions qui précèdent permettent de condenser le lan- 
gage algébrique, et aussi de lui donner une forme imagée qui le 
rend plus facile à retenir. Avec ces conventions, la théorie des^ 
équations linéaires peut se résumer ainsi : 

n plans dans l'espace à n dimensions se coupent en général en 
un point et un seul. Si cependant le déterminant A des coefficients 
des coordonnées est nul^ ils ne se coupent plus, à moins que les 
déterminants obtenus en remplaçant une colonne de A par les 
termes indépendants des coordonnées soient tous nuls. Dans ce 
cas, les plans se coupent en une infinité de points en ligne droite, 
car les n équations de nos plans se réduisent à /i — i qui défi- 
nissent une variété du premier degré. 

Il peut arriver que les mineurs du déterminant A soient tous 
nuls, alors en général nos plans ne se coupent plus, à moins que 
certains déterminants ne soient encore nuls, les équations de nos 
plans ne sont plus qu'au nombre de n — - 2 distinctes et ces plans 
se coupent suivant une variété à 2 dimensions et ainsi de suite^ en 
sorte que n plans peuvent se couper suivant des variétés à o, i, 2, 
3 ... et même n dimensions, c'est ce qui arrivera si toutes les 
équations des plans sont identiques à un facteur près. 

Il convient de remarquer les surfaces qui ont pour équations 
0^4 = o, Xj = o, ... a:„ = o, ce sont des plans, on les appelle 
plans de coordonnéeSy ils se coupent au point de coordonnées 
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nulles, ce point est Y origine des coordonnées, les variétés h. une 
dimension obtenues en prenant n — i équations parmi les équa- 
tions des plans de coordonnées sont les axes des coordonnées. 

2. Substitutions orthogonaleB. — Les équations suivantes où 
les aij sont indépendants des x et des y : 



(0 






yn = «nia^i -+- a/ija^j 



^nn^m 



constituent ce que l'on appelle une substitution linéaire et homo- 
gène. Cette substitution est orthogonale, si Ton a quels que soient 
d'ailleurs i etj << /i + i : 

,1 V o si i $ /. 

^ I SI 1 = j. 

Nous allons étudier les propriétés de ces substitutions. 

1° Enpreitiier lieu^ nous résoudrons les équations (i), à cet 
effet nous multiplierons la première formule (i) par a,,, la seconde 
par a^p la suivante par a^^ ... et nous ajouterons ; nous aurons en 
vertu de (2), la formule suivante et ses analogues : 



^1 = «iJl + ^àiy» ••• + «nlJn. 



(3) 



\Xj, = ai„7, H- a^wja •••-+- ^nnïti- 
2"" Nous constaterons que le déterminant 

A = S ih ajjttjj ... Qnn 

est égal k^àz i, car son carré est : 

a^u -h a^2 -H ..., ajiflai "*" ^la^ia "+" ••• 
«âi^'ii -»- «22^12 •••! «%i -+- aS2 -^ — 



eu en vertu de ( i ) 



I o 
o I 



= 1. 



Le carré de A étant i, A = =t i . 
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3° La substitution (3) est orthogonale, on lui donne le nom de 
substitution inverse de (i). On a en effet, en laissant j fixe, 
n équations parmi les équations (2) qui sont du premier degré eu 
a, y, a^j^ a^j, ... et donnent 

ôA I t_ à\ 

Or A étant égal à ih i , on a : 

ôA î>A ^ o si i ^ /. 

^«yi ^^jn ^ db 1 SI i =j. 

donc 

^ o si i $ i. 

ce qui prouve que la substitution inverse est orthogonale. 

4** Des équations (i) élevées au carré et ajoutées, on tire, en vertu 
de (2) : 

(4) x\ -+-3c\,..-^ x\ = y\ ^. j2^ ... 4- y\. 

5** Réciproquement si les formules (i) entraînent quels que soient 

Xi, X2 ^.. Xn, la relation (4), elles constituent une substitution 

orthogonale, 
\ Car 

I y\ H-y% ••• = («'11 + «'21 '")^\ -+■ 2Kiai2 H-a2ia,,...)x,X2...; 

si donc (4) a lieu identiquement, il faut que 
I «'11 +«%! •••--= !♦ a,,a,, -i-a^^a,, ... = o, ... 

( ce qui revient à (2). 

j Ce théorème pourrait servir à prouver le théorème (4) ; mais il 

va nous permettre de prouver le suivant : 

6° // existe des substitutions orthogonales, en nombre infini, 

considérons en effet les formules 

( ^1 — Jl = ^11 (^1 -+- Jl) -^ Ci2 (^2 H- Jà) ••• -+- <^in (^n -4- Jn), 

(5) 

( Xn—yn = Cm (x, H- y^) -h c^^ (x^ "H Ja) ••• "^ ^»n {Xn 4-:rn)- 
où Ton a 

C,j = Ch, Cii = O. 
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multiplions la première par x^ -h Ji» la seconde par x^ -+- y,, etc., 
et, ajoutons, nous aurons 

^*i — y^ -+- ^s — j% 4- ... = o 

ou 

^*i 4- a;% ... -h x*„ = y«j -f- 7% ... -f- y*„ 

donc en résolvant les équations (5), par rapport aux x ou par 
rapport aux y, on obtiendra une substitution orthogonale. 

On obtiendrait encore une substitution orthogonale en résolvant 
les équations : 

(x^±y^T= c^^ (x^ qz y,) -h ... c^n K =p y„), 
(5 bis) '] 

( Xn±:yn = Cni {x^ ip y^) -h ... c„n {x„ ZjZ y„). 
ou Ton a toujours 

Cfj = C^-j, Cjj = 

la démonstration est la même, il suffit de multiplier la première 
formule par a?j qzji, la seconde par x^z^y^, etc., et d'ajouter 
pour trouver ; 

x\ -+- x\ ... + x\ = /, -H- ... y\ 

Mais il y a une différence capitale entre les formules (5) et (5 bis), 
les premières ont pour déterminant i, les autres peuvent avoir pour 
déterminant — i, quand on les résout par rapport aux y. En effet, 
en faisant varier les c, d'une manière continue, pour les faire 
tendre vers zéro, les premières conduisent aux formules : 

X^ — J, =0. .Tj — 72 =0, ... 

ou a-j = yi X2, = 7j ... ap„ == j„, les autres conduisent aux 
formules x^ = d- y^, x^ = ± y^, dans le premier cas on a des for- 
mules qui, résolues par rapport aux y auront pour déterminant 
I, les autres fourniront des formules de déterminant ±: i, à 
volonté. 

Les formules (5) et (5 bis), renferment 'l^'^J- paramètres 

comme les formules (i) qui en renferment ai^ liés par '^-A^?^ ^ 

relations ; elles fournissent donc les substitutions orthogonales les 
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plus générales. Observons enfin que ces formules sont très remar- 
quables en ce sens que, résolues par rapport aux y, les coefficients 
des X sont rationnels en c^y, et à coffîcients rationnels* 
7*" Enfin nous constaterons que si 

........ 

Z„ = Onl Ji ~i~ ••• ^nn Jni 

est une substitution orthogonale et si Ton élimine les y entre (i), 
et (6), on aura ; 

x^ — C|| Zj — j— ••. c^fiZfgt eic, 
et ces formules définiront encore une substitution orthogonale, car 
on aura 

a;2, -I- a:% --h ... =^2^ -^y^i -h. ... = z% -f- z% -+- ... 
3. Les déplacements. — Si l'on pose 

.(l) ^1 ^«i'I (j,i J2 ... J«), ...a^« = ?« (jl ... Jn), 

le point iCi ... .r^ se transformera en un point j^i ... j„, en posant de 
même 

un second point x\..» se transformera en j'^ ... j'„. Une figure F 
formée de points x^, ,,, ,x'i ... se transformera en un autre G, formé 
d'autres points y^ ,..,y\,,. 

On dit alors que l'on obtient G en déplaçant F, sans changer sa 
forme. 

Il y a donc une infinité de déplacements sans changement de 
forme. La géométrie est l'étude des déplacements sans changement 
de forme. 

Il y a une infinité de géométries, caractérisées par les fonctions 
(p qui définissent pour chacune d'elles les déplacements sans chan- 
gement de forme. 

La géométrie Euclidienne, pour nous la plus simple, esc celle 
pour laquelle les déplacements sans changement de forme sont 
définis par les formules 

i^l = «1 H- ûii^i -H ... H- flinym 

a;« = «n 4- an^y^ H- ... + annyn* 
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OU les a et les a sont des quantités indépendantes des x et des y et 
ou les Qij sont les coefGcients d'une substitution orthogonale de 
déterminant 4- i . 

Quand les a sont nuls, la substitution (i) est ce que Ton appelle 
une rotation. 

Quand les Oij sont nuls, saufs les au, et quand on a par suite 

le déplacement est une translation. 

Si deux figures F et G peuvent être transformées Tune dans 
l'autre par un déplacement, on dit qu'elles sont égales^ l'égalité est 
donc toute relative, deux figures égales en géométrie Euclidienne, ne 
seront pas égales dans les autres géométries. Si la figure T est la 
figure S déplacée, on dit que l'on a appliqué S sur T. 

Jusqu'à nouvel ordre, nous Jerons de la géométrie Euclidienne^ 
exclusivement. 

Une substitution orthogonale de déterminant — i, sera ce que 
nous appellerons un retournement. 

Il est essentiel d'observer que deux déplacements successifs re- 
viennent à un déplacement unique, et que par suite, un nombre 
quelconque de déplacements successifs, revient à un déplacement 
unique. En effet considérons les déplacements successifs 

x^ = 0L^ -{- a^^y^ H- ... aj„j„. 



(0 
et 

.s \.r, = Pi + ^i^i -+- ••• b,nZ„, 

où les a, les j3, les a et les 6 sont constants, on a 
ou 

-+- h («11^1 H-ûia^ài ■+• •••) 
-h Zj (au ^8 -^«12^1 +.-.)-+- 



•• •) 



Or X, Xj, ..• dans ces formules renferment un terme indépendant 
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des z, plus des termes en z, qui ont pour coefficients, ceux d'une 
substitution orthogonale ; car ce sont ceux d'une substitution 
obtenue en faisant deux substitutions orthogonales successives, 
obtenues en faisant dans (i) et (2) les a et les j3 égaux à zéro, — 
donc deux figures égales à une troisième sont égales entre elles, 

4. La ligne droite. — Un point peut toujours être amené en 
coïncidence avec un autre au moyen d'un déplacement, et cela 
d'une infinité de manières, par exemple, le point x^, x^ ... Xn^ 
peut être amené sury^, y^ ... j„, au moyen de la translation 

La ligne droite, rappelons -le, est une ligne dont les coordonnées 
sont fonctions linéaires d'un paramètre / ; ses équations sont de la 
forme 

(1) Xj = a, + ai<, Xj = aj -f-aj^ ... ar„ = a„ -t- O;»/, 

les a et les a étant indépendants de / ; on peut mettre ces équations 
sous la forme 



(^) 



_ir„— a„ 



«1 «2 flr, 

On voit que la droite contient le point a,, ... a„, et que l'on peut 
remplacer a^, a^ ... a„ par /ca,, ka^ ... ^a„ sans que la droite cesse 
de représenter les mêmes points. On peut donc supposer 

(3) a,^-+-a%... -+-a^= i; 

car on peut remplacer a^, a^ ... par 
_/ a, 



*i 



alors il est clair que 

a'^ -f-a'% -\- ... = I. 

Lorsque les a sont quelconques, on dit que ce sont les coefficients 
directeurs de la droite, et quand ils sont liés par la relation (3), 
on dit que ce sont les cosinus directeurs de la droite, et alors rien 
n'empêche, les a étant moindres que i, de poser 

Qi = CCS cpj. . . 
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Par deux points a?', ... ac'„ et d^ ^ ... x\^, on peut faire passer une 
droite et une seule. 

En effet par le point x\, ... x'„, on peut faire passer une infinité 
de droites, par exemple 



et si Ton assujettit celte droite à contenir le point x'j ... x",,, on 
aura 

ce qui détermine a, : a^ : Cg .... et en portant leurs valeurs dans (i ) 
on a 

celte droite est unique et bien déterminée. Si l'on avait a*", = x'i, 
on aurait pour l'une des équations a\ = xV 
Les équations 

expriment que les points x\ ..., x", .... x"\ ... sont sur une même 
droite. 

Distance de deux points. — Considérons deux points x\ ... x'n 
et x\ ... x^f et faisons leur subir un même déplacement : 
en d'autres termes, posons 

x'i = ai -t- any\ 4- ... ai„y'„. 
x"i = oLi + aa7*i H- ... a/„v"«. 
(i = I, 2 ... n\ 
nous aurons 

x\ — x'^i == cra Vj — /i) ... H- a^, (/„ — /n). 
et en vertu des relations 



t o si 
aipa^g -h a^^œ,g + ... = ^ ^ ^. 

(X', - af,Y + ... (^'n - x'nY = (y\ - y\)' + ... r/,. - fnY. 



on aura 
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La fonction 



que Ton appelle distanee des points x\ ...; x\ ... no change donc 
pas quand on effectue un déplacement ou même un retournement. 

C'est ce que Ton appelle un invariant des substitutions ortho- 
gonales, c'est-à-dire une chose qui reste invariable ou invariante 
après une substitution. 

Reprenons les équations de la droite, à savoir 

a;, = Yi -f- < cos <pj. .:. Xn=^^n-^ t ces o„ ; 

7i» Va ••• s^^^ ^®^ coordonnées d'un point de la droite et cos ç),, 
cos C'a ... sont ses cosinus directeurs, t est la dislance variable du 
pointa?,, x^ ..., au point fixe yj. 72 ..., car ces formules donnent 





(a^. - Y.)' 


-h 


... (x« 


vertu 


de la relation 








COS^ Oj 


-+- 


cos* Oj 



= I. 

Si Ton donne à t des valeurs positives, on obtient un certain 
nombre infini de points situés sur ce que Ton appelle la direction 
positive de la droite, et ils forment ce que l'on appelle une demi- 
droite ; les valeurs négatives de / fournissent les points situés sur 
la direction négative de la droite ; il n'y a rien d'absolu dans ces 
définitions, car en changeant les signes des cosinus directeurs, la 
droite reste la même et la direction positive se permute avec la 
direction négative. 

Les points d'une droite obtenus en faisant varier ^ de /q ^ ^» 
forment ce que l'on appelle un segment, il est orienté de ^0 vers t^ ; 
il est supposé engendré par le point variable obtenu en faisant 
varier t de t^ k t^. 

Considérons deux segments définis par les points x\ ... ; x\ ... 
et /, ... ; y\ ... s'ils ont même longueur, c'est-à-dire si les dis- 
tances / des deux premiers points est égale à la distance des deux 
autres, on pourra poser 

(1) x\ = X\ -h / cos Oj ... X'n = X\ H- / cos :p„, 

(2) Ji = fi -+- / cos tj., ... /„ = /„ -h /ces ^n, 
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cos (pi ...; et cos ^i ... désignant les cosinus directeurs des 
segments, ou des droites sur lesquelles se trouvent leurs extré- 
mités. 

// existe un déplacement permettant de faire coïncider les deux 
segments. 

En effet une substitution orthogonale 

^'i = «t -+- Oiiy'i -f- ... arny'm 

^"i = «i -H an/i -+-... a,»y\. 
changera les premières équations (i) en 

/lOu -H/,a,3 ... =/,ajj 4- jVij ... -f- ^ cos cp, 

que Ton peut remplacer par les suivantes 

y'i =y\ ^ ^ («Il ces ©1 -f- a^j ces Oj -h ...) 



donc une substitution orthogonale change une droite en une autre 
droite, un segment en un autre segment, la distance 



vVi - ^\y 



est devenue 1/(3^', — y\y ... ou /, elle n'a pas changé et si l'on se 
donne /i ... ; et y", ... la substitution qui change x\ ... ; x\.,. en 
y\ ... ; y^j ... sera donnée par les formules 

i cos «J/j = Ojj cos ©^ -h fljj cos «pj ..., 
(3) V cos t}>j = a,2 cos cpj -h a^j cos o, ..., 

\ 

qui ont une inflnité de solutions, car elles sont au nombre de n et 

renferment les paramètres de la substitution à faire. 

Or — ^^ >> 71, excepté pour ai = 2, mais les forrpules ^3) n'en 

forment que n — i distinctes comme on s'en assure en les élevant 
au carré et en les ajoutant, donc même dans les espaces à deux 
dimensions notre théorème est vrai. 

Angle de deux droites. — Considérons les deux droites 

(A) ic, — Y, -f.a,< ... x„ = Y„ H- a„<. 

(B) xj = 8j -H h,t ... Xn=^K-\- KU 
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supposons 

a^, -h- a\ ... = I. 6^ -\- h\ ... = i, 

en sorte que a,, a^ ... soient les cosinus directeurs de la première 
droite, 6,, b^,.. ceux de la seconde. 11 est facile de voir que 

(i) a^b^ -f- a^fe^ ... -h a A ^ '. 

en effet 



= (a,6j — 6^aJ» h- ... = S (a^^y — 6iay)2. 
c'est-à-dire 

1 — {a^b^ -f a^fe^^ •••)* ^ <^» 
donc la formule (i) a lieu et l'on peut poser 

COS0 =z a^b^ H- a^b^ ... H- û«6„. 

ô est alors Vangle des deux droites. Cet angle, non seulement 
n*est pas déterminé à un multiple de 2 tt près, mais comme on 
peut changer les signes des a ou des b, on voit que deux droites 
forment 4 angles positifs moindres que 2 n ; mais quand les signes 
des a et des b sont donnés, on n*a plus à hésiter qu'entre deux 
valeurs de Q et même est déterminé si on convient de le 
prendre ^ tt. 

Vangle de deux droites ne change pas quand on déplace les 
droites qui constituent cet angle, c'est un invariant, 

En effet, si a?, ..., est un point de la droite (A), jj ... un point 
de (B), 

a,— ^ .... 0^— ^, .... 

et 

flfc -^-flfe — (^1 — ï.) (yi — ^i) + (^2 — Ta) (72 -- ^2) - -^ 

— (^1 — ït-^Ji — ^i)^'-(^i — ït--Vt-t-$i)^4-... 

MU 

Or un déplacement ne modifie ni s (x -h y — T~--i-~^)^> ^^ 
S (ac -}- 8 — y -\- y)2, comme il est facile de le constater. 

Lorsque deux droites ont un point commun, leur angle n'est 
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plus seulement un nombre, c'est la figure formée par ce» deux 
droites dont le point commun est le sommet de l'angle, à ce point 
de vue deux angles de même mesure sont des figures égales ou 
superposables par retournement. 
En effet soient 

X, = «j -h /, CCS <p,, ... 

ajj == aj -f- t^ ces t|/j, ... 

les équations des droites qui forment l'angle, ou comme l'on dit, les 
équations de ses côtés. Une substitution orthogonale changera les 
équations de ces droites en 

aii^j H- «is Ja ••• = «Il Pi ■+- «12 Pi ••• + ^ cos'fj.... 

«il Ji -+- «12 Jâ ••• = «Il Pi -+- ••• ■+■ h COS ^^y ... 

ou en 

jj = Pj -h t^ (a^ coso, -h a,2 coso^ ...), ... 
Ji = Pi -+- 'a Kl costV, + aj^cosO;, ...), ... 

Si ces droites sont données, p^, p^ ••» 0^008 çi -+-..., et a,, ces t|/, -f- 
«18 CCS 4^2 ••• sont donnés cela constitue 3n équations contenant 
les paramètres de la substitution qui constituent la transla- 
tion, et les ^H^ ^) paramètres qui constituent la rotation. 11 y a 

donc n -+- 5-iiLZZ__ / = 'î-v? J. inconnues à déterminer, le pro- 

22 * 

blême sera en général résoluble. Pour n = 2, il y a 6 équations 

et 3 inconnues, mais ces 6 équations se réduisent à 5, en vertu de 

rinyariance de la mesure de l'angle, enfin à 3 parce que 

(a,, cosçi -H aigCos ©j,..)^ + («21 coso, -ha^acoscp, ...)2 -|- ... = i ; 
{a^^ ces 4^4 -h ...)2 h- ... = i 

pour n = 3, ^^^ "^ ^' = 6 et 3fi = 9. Donc à partir des espaces à 

3 dimensions, il y aura une infinité de manières de faire coincider 
les angles de même mesure. 

Lorsque =0, on dit que les droites sont parallèles et de même 
sens, lorsque = it, elles sont parallèles et de sens contraire, 

lorsque = - ou — , elles sont dans des directions perpendicu- 
laires ; dans le cas ou elles se rencontrent, et sont dans des 

Laurent. — La Géométrie analytique générale 2 
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directions perpendiculaires, on dit qu'elles sont perpendiculaires 
Tune sur Tautre. 
Lorsque ô = o on a 

CCS* 6=1 — S (afij — biQj)^ 
sin* 6 = 2 {afij — b^aj)* 
ô = 2 {afij — biCij)* 
donc 



ou 





-+-"» — 


■ hflj — 0, 


5".' 





= ±i; 



et par suite a^ = 6j, a.^ = 6, ... on ai = — 6^, a^ = — 6, .... et 
Ton voit que des droites parallèles ont, au signe près, les mêmes 
cosinus directeurs. 

5. La trigonométrie. — On appelle triangle, la figure formée 
par trois points, les côtés d'un triangle sont les droites qui passent 
par deux de ces points, ou sommets dont il est formé; les côtés for- 
ment entre eux des angles qui sont les angles du triangle. 

Pour achever de définir les angles, nous dirons que si A, B, C 
sont les sommets, les directions positives des côtés ÂB, BG, GA, 
seront telles que les segments AB, BG, G A sont positifs. 

Soient œ^y x^,,, les coordonnées du sommet A. 
x',, x\ » » )) B, 

x'\, x'\ » » » G, 

a la distance de B à G, 6, celle de G à A, c, celle de A à B, soient 
A, B, G, les angles correspondant aux sommets A, B, G, les 
cosinus directeurs de BG sont 

af^ — x\ x\ — x\ 



a 


a 


ceux du G A sont 




Xi — x\ 
"6 • 


X2 — a:", 
6 


ceux de AB sont 




x\^x, 


ar, — x^ 
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donc on aura 



CCS A = r- 2 (x — x") {x — X'), 



OU 



cos A = ~~ ^[[x- x',)« + (x - xy — (x' - x')«] 

ou 

a^ CCS A = 6' -\-c^ — a* 
ou 

a* = 6* -4- c' — a hc ces A. 
On sait que des formules 

a* = 6' H- c* — a 6 CCS A, 
6* = c' -h c^ — a accès B, 
c* = a* -H 6' — a a/ CCS C, 

on déduit facilement 

sin A sin B sin G 

a h c * 

a = 6 CCS G — c CCS B, 6 = c ces A — a ces G, c = a ces B — 6 ces A 
A -H B -+- G = Tc. 

Donc quand on donne a, 6, c, ou trois éléments consécutifs de la 
suite 

A, c, B, a. G, 6, A c B... 

les trois autres sont déterminés, donc deux triangles sont égaux 
dans toutes leurs parties, s'ils ont trois éléments égaux consécutifs, 
ou trois côtés égaux^ de plus, ce sont deux figures égales ou que 
Ton peut faire coïncider, en effectuant un déplacement ou un 
retournement. 

Soient en effet A, B, G, et A', B', G', les sommets de deux tri- 
angles égaux, dans toutes leurs parties, on pourra faire coïncider 
A avec A' et 6 avec 6', comme c = c', B et B', coïncideront avec 
C et G' et a avec a'. 
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THÉORÈMES SUR LA. DRO.TE 

6. — Par un point donné, on peut mener une droite perpen- 
diculaire sur une autre et une seule. 
Soient : 

Xj = a, -h a^t, x, = a, + a^t ... 

les équations delà droite, donnée, a;' j, x'^ ... les coordonnées du 
point donné, la droite 

passe par le point x\, x\ ... et, par un point a, -h aj^i. ... de la 
droite donnée ; et si Ton choisit t^ de telle sorte que 

(i) a, {x\ — a, — Cj/,) -h 02 {x\ — a, — a^t^) ... = o 

elle sera perpendiculaire à la première ; cette formule détermine 
/j, il n'y aura donc qu'une solution, et Ton aura 

(3) t, = a^ {x\ — «j) H- a, {x\ — a,) ... 

/i fera connaître les points de concours des deux droites, ou h pied 
de la perpendiculaire. 

Toutefois, ce que nous venons de dire, n*aurait plus de sens si 
le point donné x\, x\ ... était sur la droite donnée, les équations 
(i) et (2) seraient illusoires, car on aurait x\ — a, — a/, = o, ... 
mais alors toute droite passant par le point x\, x\ ... et ayant des 
coefficients angulaires 6j, h^ ... satisfaisant à la relation 

(4) aj^i -h aj6j -h ... = o 
à savoir 

(5) Xy = x\ -\- 61 u, Xj = x\ -h 6j u 

sera perpendiculaire à la droite donnée. Si on tire les 6 de (5) pour 
les porter dans (4), on a 

«i (^1 — a;',) -+- a^ (x.2 — x'2) + ... = o 

c'est l'équation d'un plan (d'une droite si l'espace est à 2 dimen- 
sions), qui contient toutes les perpendiculaires à la droite donnée 
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■en x\, x\ ... on lui donne le nom de plan perpendiculaire à la 
droite. 

Pour évaluer la distance du point x\^ x\ ... aune droite, 

(6) X, = a, -h a^i, aCj = «, -h a,/, ... 

C'est-à-dire la distance d du point x\, x\ ... au pied de la per- 
pendiculaire menée de ce point à la droite, il faudra tirer t^ de (3) 
^ le porter dans (6), on aura alors 

Xj = «4 4- a, [«j {x\ — a,) -h a, [x\ -• a^) ...] 

^i== • 

€t on aura la distance (^ cherchée par la formule 

8* = {x, — x\y -f- (x, — x\y -+-... 

ou bien 

5» == S I «. — x/ -h ai [ ai(x/ — otj) 4- a, (x', — a,) ... ] .|«, 
ce qui peut s'écrire en supposant a*i -h a*, ... = i 

8« = 2:(«, - x/)« + [a,(x/ ~ «0 4- a,(x,' - «,)« ...]- 

ou 

82 == z(«, - x/)« - [Zaixl - «.)]S 
ou encore 

8* = 2(«, - x/)2 2a,« - [2a,<x/ - 0,^]% 
ou enfin 

8» = 2[ai(x^— «y) — ay(Xi— -oti)]2; 

6t si a*| 4- a% ... n'est pas égal à i 

82 = ^ 2[ai(x^ — «y) — a/xi — ot,)]*. 

Par un point donné on peut mener une parallèle à une droite 
donnée et une seule (Postulat d'Enclide) 

En effet toutes les droites parallèles ont mêmes cosinus direc- 
teurs aj, a^ ... Un et une droite est bien déterminée quand on en 
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donne un point a;/, x^ ,,. et les cosinus directeurs, ses équations 
sont 

X, = x\ -h «1^ a^a = x' % -H fl2^ ••• 

On peut démontrer que la perpendiculaire menée de x^\ x\ ..• 
sur la droite 

iCj = a, -h a,^ aCj = a', -i- a^^, ... 

est plus courte que toute oblique. C'est-à-dire que la perpendicu- 
laire menée du point xî ^ xj ... à la droite est plus petite que la 
dislance du point Xt, x/ ... à tout point de la droite différent du 
pied de la perpendiculaire. 

En effet la distance D, du point x/, ac/ ... à un point quel- 
conque de la droite est donnée par la formule 

D« = I.[ai — x/ + ait]\ 

ou si 2aj* = I 

jy^ = i^-^ Z2ait (ai — x/) 4- 2(ai — a^')*. 

et le second membre est minimum pour 

t = I.{x/ ^ ai)ai; 

et dans ce cas t définit, comme on Ta vu tout à Theure, le pied 
de la perpendiculaire menée de Xi\ x^ ... sur la droite. 

On peut mener d'un point x'u ^t .-• un plan, et un seul, perpen- 
diculaire à une droite, 

Xj = «1 -h a^t, Xj = a. H- a^t, ... 

En effet on a vu que l'équation d'un pareil plan était 

(Xj — aî,')a, -h (a?2 — x^^)a^ ... = o, 

x", x^ ... étant les coordonnées du point où il rencontre la droite; 
s'il doit passer par le point aci', x^ ... on doit avoir 

{xî — x")a^ -4- {x^ — ^2*)"2 ... = o. 

ce qui détermine x/ a^ -h x/ a^ ... et en éliminant par soustrac- 
tion cette quantité on a l'équation demandée 

Z(xi — Xi)ai = o. 
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Trouver les conditions pour que deux droites 

ic, = a, -H a^tf ajj = «^ -4- a^t, ... 

se coupent. 

Pour qu'elles se coupent ou pour qu'elles aient un point com- 
mun x^, x^ ,.,, il faut et il sufQt qu'il existe des valeurs de ^ et u 
telles que 

Œj H- a^t == Pj -h bxU, ... 



ou : 



(0 



a^t — b^u = pj — a,, 
! «j^ — M = Ps — «2» 



ou : 



Pi - «i 

P, — Olj 
h -«3 



= O 



toutes ces équations se réduisent à une seule, dans un espace à 
trois dimensions; si l'espace est à deux dimensions, on n'a plus 
que deux équations dans le système (i), donc, en général deux 
droites dans un espace à deux dimensions c'est-à-dire situées dans 
un plan se rencontrent toujours à distance finie ou infinie. 

On peut toujours mener une perpendiculaire commune à deux 
droites. 



(I) 



Xj =aj -h a^t, ... 
^1 = Pi -+- ^»» — 



26* = I. 



En effet les coefficients directeurs d'une droite P joignant un 
point de (i) à un point de (2) sont 

a, — Pj 4- a^t — 61U, «2 — Pa -H a^^ — M. ••• 

et en exprimant que cette droite P est perpendiculaire à (i) et (2) 
on a 



(3) 



2ai(ii — pi 4- ait — b^u) = o, 
Ui{aii — Pi 4- Oit — M) = o, 



H 
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OU en appelant V l'angle des droites (i) (2) 

2ai(ai — Pi) -h * — M CCS V = o, 

i:6i(a, — pi) -f i ces V — u = o. 
Ces formules déterminent u et / ; et par suite deux points de la 
droite cherchée. 

Les équations (3), (4) «n posant 

(5) P2 = Z(a.- - Pi + ai« — M/ 

peuvent s'écrire 

ôP2 bP» 

■^=^' âir = ^' 
elles expriment que la perpendiculaire commune est minima parmi 
toutes les droites joignant un point de (i) et un point de (2). 

Dans l'espace à trois dimensions, la recherche de la perpendi- 
culaire commune est simplifiée par le fait que la condition d'être 
perpendiculaire aux directions ai, a^, 03, et fc, fc, 6, détermine les 
coefficients directeurs Xj, \, X3, de la perpendiculaire commune 
car on a 

XjOj -+- \a^ + \a^ = 0, 
Xj6j 4- Xj6j -h X363 = o, 

doù 

^1 =«A — Ma» ••• 
pour avoir la perpendiculaire demandée, il suffit d'exprimer que 
la droite 



Cj ~~~ Aj Xa ~~" A-a 



^ z -— X 3 



Aj A^ Aj 

rencontre les deux droites données et l'on a entre les coordonnées 
X,, X,, X3, d'un point quelconque de la perpendiculaire commune 
les relations 



Xi 

«1 
x,-P, 



P2 X3 — P3. 



= o. 



= 0; 



62 b, 

ce sont les équations de la perpendiculaire commune. 



LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GÉNÉRALE 2 5 

Des équations (3) et (4) on tire 

^, _ pj H- ait — 6j« _ «a — Pa -^ «2^ — h^ _ «»— Ps+^'a^^M 

\ - î, x; ' 

<»t comme a^\ -H a^\ 4- a^\ et b^X^ h- 6,X, -f. 6^X3 sont nuls, ces 
rapports donnent, (Ces V = a^b^ -f- 0,6, -h 0,6,) 

2:[(ai — p«>i H- « — u CCS V] = o, 
£[(«,. — Pi)6i H- * CCS V — u] = o, 

et ils sont égaux à 

P 



= A\ -4- x%^rx% p. 



v/X^-hX\+X"%' 

<in sorte que 

XjP 

et en éliminant / et u 

«I — Pi» «1. ^ 
a, — p, oj. 6j 

«3 — P3> «3» ^ 

on peut remarquer que 

v/X^ -^ X% 4- X«3 = sin V 
et que V est Tangle des deux droites. Le déterminant qui figure 
dans l'expression de P est le moment des deux droites. 

Distance d'un point à un plan. — Soit 
(1) aj^i -h a^Xj ... -h OnXn + 6 = 

l'équation d'un plan, x\, x\, ... les coordonnées d'un point la 
droite perpendiculaire au plan menée par ce point aura pour équa- 
tions 

, . X^ X ^ X» X ^ 



«s 



et le point où elle rencontre le plan, que Ton appelle son pied, 
aura des coordonnées fournies par les formules (i) (2) qui donnent 

aCj — x\ aca -^ ^' %_iL' ^1(^1 — ^'ù "4" ^2(^8 — ^^) •" 



2:a^ 
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on en tire immédiatement Xi, a;^ ... On obtient la distance des 
points ocj, ... et a;', ... ou la grandeur ô de la perpendiculaire en 
écrivant à la suite de ces rapports 

ou 



et Ton a 



8 = dt 



a^x\ -+-... a,^'n 



si 2a*i = I , le premier nombre de l'équation du plan dans lequel 
on remplace les coordonnées courantes par œ'j, a:', ... représente 
donc, au facteur près v^ïô^i, la distance du point x'i, x'^ ... au 
plan. 

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que la distance S est 
plus courte que toute oblique, ou que aix\ -^ a^x\ ... h- 6 est un 
minimum de 2 [xi — x'^'^ quand a^x^ -4- a^x^ ... est constant. 

On appelle angle de deux plans, Tangle formé par les normales 
ou perpendiculaires à ces plans. Si alors Oj, a, .., et 6j, fcj ... sont 
les cosinus directeurs de ces plans ou des normales à ces plans 
a^6, 4- 0363 ... sera le cosinus de Tangle 6 de ces plans. 

Quand cos d =0, les plans sont rectangulaires. Quand cosO= i, 
ils sont parallèles ; et on a vu que alors Oj = 6j, a^ = 6^ ... , ou si 
les a et les h ne sont que des coefficients directeurs 

Par une droite 

a?i = â, 4- ttj/, Xj = aj H- a^l . . 
mener un plan perpendiculaire sur le plan 

AiX, -4- ... XnXn H- B = 0. 

Le plan cherché aura pour équation : 

A\x^ -h ... 4- B' =0, 
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s'il passe par la droite, on aura 

A'i(a, •+■ a^t) H- X^(x^ H- a^t) ... = O 

quel que soit t, donc 

A'j«j -h A'jOf, ... = o, A'ja, H- A'jaj ... == o; 

s'il est perpendiculaire au plan donné 

AjA'i -h AjA'j ... = o. 

on a donc 3 équations pour déterminer A, : A^ : .•. B. Le pro- 
blème n'est déterminé que pour l'espace à trois dimensions. 

Distance de deux plans parallèles. — Deux plans parallèles sont 
deux plans dont l'angle est nul, deux plans parallèles ne se ren- 
contrent pas, en effet, leurs équations, en mettant leurs cosinus 
directeurs (qui sont les mêmes) en évidence sont 

(i) a^x^ + a^x^ ... -h a^n -H ^ = O, 

(a) a^Xj -f- fljXj ... -H a^n H- c = o, 

ils ne sauraient avoir de points communs s'ils ne coïncident pas, 
car si x^, Xi ,.. Xn était un point commun en retranchant leurs 
équations l'une de l'autre, on aurait b = 09 ce qui est absurde, si 
les plans ne coïncident pas. 

La dislance d'un point du plan (i) au plan (2) est donnée par la 
formule 

a^x^ -f- ... -h a^Xn -r- c, 
ou en observant que x^, x^ ... x^ satisfait à (i), cette distance se 
réduit à c — 6, elle est la même quelque soit x^ ,,. Xn, la distance 
d'un point de (2) à (i) serait 6 — c, la valeur absolue de 6 — c, est 
ce que Ton appelle la distance des deux plans parallèles (r) et (2). 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que une même 
droite est coupée en parties égales par des plans parallèles équi- 
distants. 

Trouver les coordonnées d'un point qui partage une droite joi- 
gnant le point Xj, oîj ... au point x\, x\ ,*. en parties proportion- 
nelles à m et m\ 

La droite qui passe par 0?!, x^,,. et x\, x\ ... a pour équa- 
tions 

Xj = Xj 4- ?-i-^p-^ t, Xj = Xj -^ -8-:p^* t, ... 
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— ^— 1 — ^ , ... sont les cosinus direcleurs de la droite et / la distance 

des points x,, ... ; ac'i ... £ est alors la distance des points x^^x^ ,,. 
et Xj, Xâ ... Si ce dernier point doit partager la droite en parties 
proportionnelles à m et m', il faudra que 

i _ m 
l — f^ m" 



ou 



ou 



alors 



ou 



tm' =:^ Im — inif 

/ ( m -h m') = /m 
Im 



Y _i ^^ — ^t '^* 



V X i — X. m'x. -+- mx\ 

Xj =s Xj H î V "» = — ^^-j^ 1— ' 

* * m -h m' m -h m 



Si m = /n', on a 






2 

bien entendu m et m' peuvent être négatifs, le point de division 
serait alors en dehors du segment qui joint a?!, x, ... kx\, x\ ... 
Si Ton cherche un point M tel que A^, Aj ... désignant des 
points fixes, la quantité 

soit un minimum, en appelant x,i, X2i ••• les coordonnées de 
A,; rr,, Xj ... celles de M, cela reviendra à rendre 

SfXf [{xi — Xu)^ -h (Xj — (Cii)* ...] 
minimum, ou à poser 

Spi (xj — a-2t) = o. 
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d*où Ton tire 

Le point ainsi déterminé est dit le centre de gravité des masses 
Kp Hs ••• plfiicées en A j, A j ... 

Lorsque fij = p^ ... r= i, le centre de gravité porte le nom de 
centre des moyennes distances des points x,j ..., x^^ ... ou de 
centre de gravité sans autre indication. 

7. Transformation des coordonnées. — Les coordonnées 
d'un point x^, x^ ... x„, en définitive, sont les distances de ce point 
aux plans a?j = o, ar^ = o, ... ic„ = o. Considérons n plans 



QniX^ -\~ QnïXi ... + an„Xn -f- 6„ = O. 

les distances X,, X^ ... du point x,. ... a;„ à ces plans sont (en 
supposant que les a^ soient les cosinus directeurs des normales 
aux plans en question) 

(i) < Xj, == a^^x^ 4-6,, 



De ces formules on peut aussi tirer les x en fonction des X et 
si les plans considérés sont perpendiculaires deux à deux, les for- 
mules précédentes seront des formules représentant une substitu- 
tion orthogonale en sorte que 

^1 = «n (^i — ^) -+- «21 (^2 ~ h) ••- 



Toute figure pouvant se représenter par une ou plusieurs équa- 
tions en Xj. a?2 ... a*n, pourra également se représenter par les équa- 
tions transformées en X,, X2 ... Xn. Quand on fait cela, on dit 
que Ton transforme les coordonnées. 

Il y a plus, les a,y tout en étant les cosinus directeurs des plans 
Xj = o, ... X„ = pourront fort bien ne pas être les coefficients 
d'une susbtitution orthogonale, toute relation entre les X sera une 
relation entre les x et représentera une surface. 
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Mais en multipliant les X par des facteurs constants X et en 
posant 

A. 1 ^^^ A|A.|* A. a — — AjA-a ••• 

une équation entre X',, X'j ... représentera encore une surface et 
en particulier, toute équation du premier degré représentera un 
plan. 

Ordinairement on choisit les coefficients X de telle sorte que 
XiXt désigne la portion de parallèle à la droite 

Xj = o, Xj = o, X„ = o, 

(Equations d'où X» = o est exclu) comprise entre le point x^ ,,, Xn 
ou X,X, ... X„X„ et le plan X» = o. Le calcul de X ne présente au- 
cune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas. Le théorème des 
projections qui résulte des formules de la trigonométrie conduit 
aisément aussi à l'évaluation des quantités X^, Xj ... Xn. 

8. Sur les rotations. — Supposons cij = — Cji et cu = o, les 
formules 

(i) Vf — Xi = ca (xj H- y^) + ... Cin{xn -+- 7„), 

(1= I, a ... n). 

représenteront une rotation dans l'espace à n dimensions, les plans 
de coordonnées sont d'ailleurs n plans rectangulaires quelconques. 
Si Ton veut qu'un point reprenne sa position après la rotation, il 
faudra supposera?, =yi, x^ = y^ ... dans les formules (i), et si 
elles ont des solutions, ces solutions feront connaître les points qui 
ne seront pas déplacés après la rotation. 

Au lieu de faire x. = jp ar^ = j^ ... on peut faire y, = sa?,, 
y^z= sx^ ... et exprimer après coup que 5=1. Les équations (t) 
deviennent alors 

ac^ (s — l) =ir„ {s -hi)x^ -j- r,3 (s -j- i)arj ... -f- c,„ (s -h i) Xn 
ou en posant 









5 I 

S -+- I 


= 


t 






• 




t)x, 

• • 


• • • 


• • 


• • • 


= 


0, 
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ces écjuations admettent la solution x^=x^ ... =o, évidente à 
priorif mais elles en auront une infinité d'autres si l'on a 



<=») 



C|| — tt Cjj, ... Cin 
^rtl» ^nî ••• ^nn * 



= O. 



Désignons par T le premier membre de cette équation ; pour 
/ = o, T est nul ou positif, car un déterminant gauche est nul ou 
positif quand les éléments de sa diagonale principale sont nuls ; 

//T 

-^ est une somme de déterminants gauches qui pour ^ = o sont 

nuls ou positifs, -j.j également et ainsi de suite, donc si Ton déve- 
loppe T par la formule de Mac-Laurin en faisant (si n est 
impair) abstraction du facteur /, on aura un polynôme dont tous 
les coefficients seront nuls de deux en deux, et dont les autres 
coefficients, relatifs aux puissances paires de t seront positifs, 
l'équation (2) a donc une racine nulle si n est impair, et ses autres 
racines sont imaginaires ; alors s sera imaginaire ou égal à i, pour 
/ = G seulement, si n est impair. 

Donc, si n est impair, et seulement dans ce cas, il y aura une 
infinité de points, évidemment en ligne droite, passant par l'ori- 
gine, que ne déplacera pas une rotation, cette droite porte le nom 
d*axe de la rotation. 

Plaçons nous alors dans un espace à un nombre n impair de 
dimensions. 

Les équations (i) peuvent se mettre sous la forme 

yx—^i _^ 72 — ^2 ^ ^3 

*^11 ^ ^■*^I2 ^ •"••• ^21 2 ^^^22 ^ ••• 

elles expriment que la droite D qui joint les points correspondants 
y 1, 3^2 ... et a?,, iCj ... est perpendiculaire au plan 

(c./-4^' + c., i^» ...) X. 4- (c,/-<-^ H- ...) X. ... =0. 
etce plan passe par le point — ^ i -^-— ^ ... milieu de la droite D. 
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Enfin le plan en question passe par l'axe de rotation dont le» 
équations sont 

^ii\ "+" Ci%^i '" = o. 
Cj,Xj -h CjjXj ... = o, 



ou en posant 



G = ï ±C^,C^^ ... Cn 



on a 



ainsi qu'il est facile de voir, car 

Si Ton multiplie les équations (i) par ^ — , - — ... et si on les 
ajoute on a 

ce qui montre que les points x^ ... et y, ... correspondants sont à 
la même distance du plan perpendiculaire à Taxe 

Xj h Xj — ... = constante. 

La distance du point A, ou Xi, ... a?„ à Taxe a pour carré 

celle du point B ou yj , ... y„ a pour carré 

celle du point A au point B a pour carré 
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L'angle 9 des droites perpendiculaires à l'axe menées par A et B 
est donné par la formule 



cos6 = 



.[.,(^,g)-]..[.,-(..gj-]-.(g;(.-„, 

Maïs 2xi ^ est égal à Sy, — en vertu de (2) en appelant celte 
quantité p on a 

_ (lx\ -^ p») + (£y« ~ p«) - 2 p» -+ - a p« 

eus w — zzzmizzzzzzzzz^ii T^C'X ' 

2v/(2a:^~p*(2:(j^^p^)2(-j 
or 

on a donc 

eose = 4i:^^.sf^V=i-2:(^V. 

L'angle d qu'on appelle l'amplitude de la rotation est donc indé- 
pendant des points considérés A, B. 

Remarquons enfin que si la rotation n'existe pas pour un espace 
à un nombre pair de dimensions, on pourra toujours effectuer une 
rotation de cet espace dans un autre à une dimension de plus. 



Laubert. — La Géométrie analytique générale 



^ 



CHAPITRE III 



MESURE DE L'ÉTENDUE DES VARIÉTÉS 



1. Espaces fermés. — Considérons une surface 

/(x„x, ...x„) = o 

j pourra être le produit de plusieurs fonctions entières ou non ; 
l'espace à n dimensions est partagé en deux régions par la surface 
f=.Q^\ savoir la région pour laquelle /est positif, et la région 
pour laquelle /est négatif. L'une de ces régions sera dite positive, 
l'autre négative. Comme /=o représente la même surface que — 
/ = G, il suffit de changer le signe de/ pour changer le nom de 
ces régions. Pour éviter toute ambiguïté, il suffira de supposer 
que le signe de f soit déterminé une fois pour toutes en un point 
donné. 

Considérons la région positive, ce que nous allons en dire s'ap» 
pliquera à la région négative ; la région positive peut se décomposer 
en plusieurs autres, séparées par des limites telles que dans ces 
limites on aou/= o ou/< o. 

Si dans un espace à n dimensions, on a toujours /*> o, sans 
qu'aucune des variables ar, , x^ ... Xj y soit infinie, si de plus, on 
peut toujours passer dans cet" espacer d'un point à un autre d'une 
manière continue, sans que l'on ait jamais /= o, cet espace sera 
dit fermé. Ce sera une prison pour un être à n dimensions assu- 
jetti à rester dans l'espace à n dimensions, de tels espaces fermés 
existent^ ainsi la sphère 

f={x, — oi,y 4- ..• (x„ - a„)« - R« = o 
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décompose l'espace à n dimensions en deux régfions, dans l'une, 
iâ laquelle appartient le point a^, a', ... 0^» qui est le centre»/ est 
négatif, et cette région est fermée parce que les x y sont tous finis, 
et parce que, en considérant des points pour lesquels s(a; — «)»< R, 
on peut toujours passer de l'un à l'aure d'une manière continue, 
sans supposer un seul instant s (a; — a)»^ R*. 

Je vais prouver une proposition qui nous sera bientôt utile, à 
savoir que n + i plans déterminent un espace fermé à n dimen- 
sions^ dans l'espace compléta n dimensions, et cet espace que 
1 on appelle triangle dans le cas où /i = 2, tétraèdre dans le cas où 
n = 3, nous l'appellerons un simplex, dans l'espace à n dimen- 
sions. 

Considérons n plans, se coupant au point o et que nous pren- 
drons pour plans des coordonnées. Si Ton considère un plan quel- 
conque ne passant pas par l'origine, on pourra toujours choisir les 
directions positives des axes de coordonnées, de telle sorte que 
réquation du nouveau plan soit 

(i) ïi H-ïl... ^?«= I, 

«p ... On seront les coordonnées non nulles des points où le plan 
rencontre les axes, et on pourra les supposer positifs. Or l'espace 
compris entre le plan (i) et les plans des coordonnées est limité 
par la surface 

et les X restant positifs, on peut passer d'une manière continue 
d'un point à un autre de la région, définie par Tinégalité. 



cj ... Xn ^^*- ... — n >o. 



qui est évidemment telle qu'elle ne peut contenir un point de 
coordonnées infinies. 

Il est évident qu'avec moins de n 4- i plans, on ne peut former 
aucun espace fini, au moins en géométrie Euclidienne. En sorte 
que si Ton peut s'exprimer ainsi en généralisant le langage ordi- 
naire : 
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Le Simplex est le plus simple de tous les polyèdres, c'est-à-dire 
le plii« simple des espaces fermes que Ton puisse former avec des- 
plans. 

3. liéBTire des Variétés. — On appelle longueur d une ligne,, 
ou plutôt de la figure formée des points obtenus en faisant varier 
le paramètre tàet^k T, et que Ton appelle un arc, l'intégrale 



<■>. XV(^')--(^^'- 



n* 



cette longueur n'aura de valeur i*" que si les coordonnés x^, ... x, 
considérées comme fonctions de /, ont des dérivées continues ; 2^ 
que si l'intégrale a un sens. bien déterminé. Il est facile de voir que 
la longueur de la droite 

x^ = «j -+- a,f, Xg = ttj -h a^t, ... 

ouaj. ûj ... sont les cosinus directeurs de la droite, comprise entre 
les points a,, ag ... et «^ -f- a^i, «j -f- Oa^,... est précisément /, ce que 
nous avons appelé la distance de ces points, car Tintégrale (i) se 
réduit ici à 

I y/â^TTTâ^ dt = ( dl = t. 
Jo Jo 

La circonférence est une ligne qui peut être définie par les 
équations 

jj^ = R cos ajj = R sin ©, 

ou par l'équation unique 

a;2j + a:% = R2 

sa longueur sera 

/ R'd t 

et comme on l'obtient toute entière en faisant varier © de o à ar,. 
sa longueur totale, on l'obtiendra en prenant pour limites de l'inté- 
grale o et 2 7C, ce qui donne 2 tt R. 

Si l'on refuse de considérer la notion d*aire comme une notion 
première, on peut cependant appeler en géométrie à deux dimen- 
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-sionSy surfaces égales des figures fermées superposables ou décom- 
posables en parties superposables, et il est facile alors de prouver 
que deux rectangles sont décomposables en parties égales et que les 
nombres de parties égales contenues dans les rectangles sont 
entre elles comme le produit des côtés de ces rectangles. On est 
•conduit ainsi à la mesure de la surface du rectangle, la mesure du 
parallélogramme, du triangle, des polygones, s'en déduisent rigou- 
reusement, la mesure des aires limitées par des courbes, peut être 
plus difficile à concevoir, mais à l'aide du calcul intégral, on par- 
vient à donner une définition précise de la mesure des aires, à 
l'aide d'une convention qui n'est qu'une traduction précise de la 
notion vague que nous avons à priori de Taire limitée par un' con- 
tour fermé. Le calcul intégral permet d'étendre cette notion d'âire 
aux surfaces courbes, nous pourrions dire quelque chose d'anâ-* 
logue au sujet des volumes et des mesures de toutes les autres va- 
riétés, mais toutes ces notions sont du ressort du calcul intégral sur 
lequel nous ne voulons pas empiéter de peur de nous laisser 
entraîner trop loin (*). 

Quoi qu'il en soit, dans l'espace à n dimensions, l'espace limité 
par :». n plans rectangulaires ou parallèles deux à deux, et qui est 
l'analogue du rectangle et du prisme droit à base rectangulaire, 
•a pour mesure le produit de ses arêtes : et le simplex a pour mesure 
le produit de Tune de ses bases par la /i'*'"* partie de sa hauteur. 
Nous laissons au lecteur le soin d'en faire la démonstration. Nous 
lui laissons également le plaisir de généraliser la théorie de la 
similitude. 

(') Une sera pas inutile de faire connaître un théorème découvert par un 
ouvrier mécanicien, très facile à démontrer, mais qu*il était difficile de deviner, 
an raison même de sa forme paradoxale « Tout polygone peut être découpé en 
un nombre fini de parties qui, convenablement assemblées, peuvent former un 
carré ». Ce théorème, un des plus remarquables de la géométrie n'a malheureu- 
rcment pas d'analogue pour l'espace de plus à deux dimensions. 
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INCURSION DANS LE DOMAINE CONCRET 



L'homme, pour expliquer et coordonner ses sensations, est 
obligé de faire des hypothèses qu'il prend souvent pour des réa- 
lités. L*espace est une de ces hypothèses ; et pour bien nous en 
convaincre, il suffit de nous demander ce que serait pour nous- 
l'espace, si nous n'avions que le sens de la vue et si nous étions 
I assujettis comme certains mollusques à rester immobiles ; évidem- 

i ment nous aurions créé un espace à deux dimensions, tout se pas- 

i sant pour nous dans la nature, comme si les objets se déplaçaient 

i daôs un tableau. Si l'on observe en effet les tout jeunes enfants, 

on voit qu'ils cherchent à saisir les objets éloignés, comme s'ils, 
étaient à leur portée, ils n'ont pas encore la conscience du relief. 
Enfin il est très probable qu'avec d'autres sens, nous nous ferions 
' une autre idée de l'espace, peut-être l'aurions nous créé à plus de 

• trois dimensions, pour les anciens le ciel était à deux dimensions. 

; L'homme après avoir créé l'espace, à créé une géométrie, aussi 

simple que possible, pour expliquer les phénomènes qui se passent 
i dans son espace* Mais sa géométrie a d'abord été expérimentale 

avant d'être rationnelle. Après avoir constaté expérimentalement 
une foule défaits, il a essayé d'en prévoir de nouveaux, et il a été 
conduit à se demander si les faits observés ne pouvaient pas être 
regardés comme des conséquences logiques d'un petit nombre 
' d'entre eux et de quelques définitions bien choisies. 

j Or Euclide auquel nous attribuons ce travail de synthèse, et dont 

1 les opinions sont restées comme des oracles à travers l'antiquité et 

{ le moyen âge, est encore considéré aujourd'hui comme infaillible^ 
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& tel point qu'en Angleterre, on apprend sa géométrie par cœur, 
avec les numéros des propositions, comme on apprend chez nous 
le code. Et, si sur le continent on se montre moins respectueux 
envers l'illustre géomètre, on conserve cependant ses axiomes et 
ses postulats, éncHicés ou sous-entendus. 

Si Ton veut se rendre un compte exact de la valeur des raison^ 
nements et des hypothèses qui servent de base à la géométrie clas- 
sique, il faut faire abstraction des préjugés que nous devons à notre 
éducation et à notre atavisme. C'est là dira-t-on chose difficile, 
mais la lecture des pages qui précèdent^ nous met sur la voie qu'il 
faut suivre. 

Appelons avec tous les géomètres, surface ce qui sépare un corps 
du reste de l'espace, ligne ce qui sépare deux portions de surface et 
point, ce qui sépare deux portions d'une ligne. 

Concevons dans l'espace une série de surfaces ne se coupant pas et 
en nombre illimité, et numérotons-les de — ooà-h oo ; entre ces 
surfaces intercalons en de nouvelles, auxquelles nous donnerons des 
numéros fractionnaires, entre ces nouvelles surfaces, intercalons en 
encore d'autres, et ainsi de suite, de telle sorte que par tout point 
de l'espace passe une et une seule de nos surfaces. Imaginons enfin 
deux autres systèmes analogues et tels que par tout point de l'es- 
pace passent 3 surfaces, une de chaque système. Les numéros 
des surfaces passant par un point seront les coordonnées de ce 
point. 

Une première hypothèse sera la possibilité de l'existence de nos 
trois systèmes de surfaces. 

Une seconde hypothèse sera que, un véritable déplacement d'un 
corps est une substitution orthogonale effectuée sur ses coordonnées. 

Tous les mots dont nous avons fait usage, en les empruntant à 
la géométrie classique, vont prendre un sens concret et nous re- 
constituons le travail d'Euclide. 

Donc, au fond la géométrie repose sur deux postulats ou sur 
deux hypothèses dont la dernière est seule un peu dure à admettre. 
Mais elle est nécessaire; nous verrons en effet qu'en la rejeltant 
on ne retrouve pas le postulatum d'Euclide. Et cela tient surtout à 
ce que la notion de distance est intimement liée à ce postulatum. 

On a. cherché en vain, et l'on cherchera toujours en vain la dé- 
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inonstration du postulatum d'EucIide, tant ^ue Ton n'aura pas: dé«* 
fini le déplacement sans changement de forme et ses invariants : 
la distance et Tangle. 

Et maintenant^ revenons à nos définitions : Le plan étant une 
surface du premier degré, sa définition est celle d'une surface 
presque quelconque, puisque les plans a;, = constante, x^ = cons- 
tante, x^ = constante, sont des surfaces arbitraires, simplement 
assujetties à ne pas se couper dans une même série. Il en résulte 
que la géométrie classique peut s*établir en appelant plan, une siir» 
face presque arl)itraire, et droite une ligne presque arbitraire aussi, 
c'est ce qui explique pourquoi les auteurs classiques arrivent aux 
mêmes conclusions, soit qu'ils ne définissent pas le plan et la 
droite, soit qu'ils en donnent des définitions dépourvues de sens. 
D'ailleurs en ne définissant pas la distance, ils sont obligés d'ad- 
mettre le postulatum d'Euclide. 

Nous verrons plus loin les conclusions auxquelles on arrive en 
modifiant la définition du déplacement. 

La conséquence à tirer des remarques qui précèdent, n'est pas 
précisément qu'il faut renoncer à l'enseignement de la géométrie 
élémentaire, pour lui substituer la méthode exposée précédemment. 
Mais puisque la plupart des démonstrations et des postulats du 
premier et du cinquième livre n'ont en réalité aucun sens, il serait 
bon de renoncer à ces démonstrations et de reconnaître à la géo- 
métrie son véritable caractère qui est celui d'une science physique. 
Je crois qu'en supprimant les pseudo-démonstrations de l'égalité 
des angles droits, des angles opposés par le sommet, des cas d'éga- 
lité des triangles, etc., démonstrations qui n'ajoutent rien à l'évi- 
dence, et même, qui ne font que faire naître le doute là où il y avait 
évidence, je crois que l'on simplifierait l'enseignement sans nuire 
à ses qualités. 

Et maintenant il se pose une question qui touche de près à la 
métaphysique. L'espace est-il fini ou infini ? 

Une pareille question n'a pas de sens. Si en effet on veut deman- 
der par là s'il est possible de trouver dans l'espace deux points 
situés à des distances, aussi grandes que l'on veut l'un de l'autre, 
il faut répondre en demandant ce que l'on doit entendre par le 
mot distance. Quant aux coordonnées d'un point quelconque de 
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l'espace, elles pourront ou ne pourront pas devenir infinies à vo- 
lonté, si en effet il est loisible de les faire varier de -* oo à + oo , 
rien n'empêche de faire correspondre aux nombres variant de 
— 00 à -h 00 d'autres nombres variant par exemple de — i à -h i 
et que l'on pourra regarder comme les coordonnées de tous les 
points de l'espace. 

En résumé, la géométrie, telle qu'elle est enseignée est un en- 
semble de propositi3ns absolument vraies, mais les mots plan, 
droite, distance, angle^ etc. ont en réalité une inGnité de sens dif- 
férents, s'appliquant à des choses très différentes. Il n'y a pas une 
géométrie Euclidienne, il y en a une infinité; c'est dont se dou- 
tait bien un peu le lecteur qui possède la théorie de la transforma- 
tion des figures, mais la théorie de la transformation se présente 
ici, peut-être, sous un jour nouveau, et au début même de la 
science. 

Quand nous disons que notre espace est à trois dimensions, nous 
entendons par là qu'il faut trois nombres pour déterminer la posi- 
tion d'un point, en entendant le mot nombre dans son sens le plus 
large, abstraction faite de toute notion de système de numération. 
Si nous avions un plus grand nombre de sens, peut-être aurions- 
nous créé un espace à plus de trois dimensions, pour expliquer et 
coordonner des phénomènes dont nous n'avons aucune idée, mais 
dont il serait téméraire de nier l'existence. 

Le pigeon voyageur que l'on transporte loin du colombier qui 
l'a vu naître et auquel on cache le chemin qu'on lui fait parcou- 
rir, retrouve infailliblement l'endroit où sont ses petits et oii il a 
l'habitude de recevoir abri et nourriture ; il n'est pas téméraire de 
penser qu'il est doué d'un sens que nous ne possédons pas ou qui 
est très peu développé chez nous, il est fort possible que l'espace 
pour lui soit à quatre dimensions, en sorte qu'une quatrième coor- 
donnée lui permette de repérer les points de l'espace. Il n'est pas 
impossible que les physiciens parviennent à expliquer dans l'ave- 
nir certains phénomènes en créant un nouvel espace. Et s'il est 
vrai que l'hélium pénètre dans des vases clos, qui sont des prisons 
pour nous, il ne faut pas oublier qu'ils cessent d'être des prisons, 
et qu'ils sont ouverts s'ils sont placés dans des espaces à quatre di- 
mensions. 
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LES CONTACTS 



1. Lignes. — Considérons deux lignes ou variélés à une dimen- 
sion dans un espace à n dimensions : 

(1) {x,=o,{t) ... Xn = ^n{t); 

(2) (x^=^i(u)... Xn = ^n (m). 

En général, elles n'auront pas de point commun, mais on peut 
considérer le cas ou elles se rencontrent en un point x^, x^ ... Xn* 
II est permis de faire correspondre à chaque point de (i) un point 
de (2), il suffira pour cela, de remplacer u par (/). Nous suppo- 
sons alors que pour une certaine valeur de t, les Xi des deux lignes 
soient les mêmes, les dx seront en général différents, mais s'ils 
sont les mêmes, on dira que les lignes considérées ont un contact 
du premier ordre. 

Si en outre les d^x sont les mêmes, on dira qu'elles ont un con- 
tact du second ordre. 

Si en outre les cPûî sont les mêmes, on dira qu elles ont un con- 
tact du troisième ordre et ainsi de suite. 

La tangente à une ligne au point Xj, ... Xn est la droite qui a 
avec cette ligne en ce point un contact du premier ordre, cherchons 
les équations de cette tangente. En appelant Xj, Xj ... X» les coor- 
données courantes c'est-à-dire d'un point quelconque de la tan-- 
gente, les équations de la tangente seront de la forme 

Xj — x^ Xj — x^ 
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on en déduit (si cc^, x, ... ont des dérivées) en faisant en général 

X^ r= Xj -4- dXi 

dXy aX| 

— — ••• 
a, a, 

donc a^, a, ... sont proportionnels, non seulement aux dx de la 
droite au point de contact, mais aussi aux dx de la ligne, les équa-. 
tions de la tangente en Xi, .., Xg seront donc 

A| ^"^ *Z7| ^^ Aj ~^ •!/« 

et la tangente est en général bien déterminée. Il n'y aura donc pas 
en général de droite ayant avec une ligne un contact d'ordre supé- 
rieur au premier. La tangente à une droite est évidemment celte 
droite elle-même. On remarquera qu'il peut exister des courbes 
continues sans tangentes. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont, en posant 

dx'j -+- dx'j ... -4- dx*n = ds* 

donnés par les expressions 

dx^ dx^ dxn 

~d$ * ds "' ds 

2. Longueurs. — La quantité ds considérée au $ précédent 
porte le nom de différentielle de la longueur de Tare de courbe.' 
La longueur de Tare ayant pour extrémités les points a?°j, x®,, ... 
x\ et Xj, Xj, ... X„ est défini par la formule 



I \^dx\ 



... ux I, 



qui est la limite de la somme des petites cordes côtés d'un poly- 
gone infinitésimal ayant ses sommets sur la courbe. Pour une 
droite , 

dont les cosinus directeurs sont ai a^ ... on a 
ds* = Idx^ = la\dt == A* 
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et l'arc s se confond avec la jongueur /. (^) 
3. Plan tangent. — Considérons une surface 

fl) /(Xi. Xi ... Xn) = 0, 

soit a?,, ... asn un point de cette surface, en sorte que la relation (i) 
soit satisfaite. Une droite sera tangente en ce point à la surface, si 
elle passe par aîp ... Xf^et par le point op^ 4- dx^, x^ -j- dx^ ... égar 
lement situé sur la surface en sorte que 

f{x^ -f- dx,. ajj 4- dx^ ...) = o, 

qui en vertu de (i) peut s'écrire 

(3) ^ dx^ H- ... -I- ^ dxn = o. 

^ ' tX^ ' ^Xn 

Par le point Xj, û?^ ..., il passe une infinité de tangentes à la sur- 
face, leur équation générale est 

/Q\ Aj — — X| \^ —" Xg A;, -— - Xj 

^ ^ 3x^1 dx^ "' (ËCn * 

Xi, Xj ... désignant les coordonnées courantes, car dx^ dx^ ... 
sont arbitraires, à cela près qu'ils sont liés parla seule relation (2). 
La surface 

W (X.-x.)^^4-...(X„-.„)^^^ = o 

obtenue en éliminant dx^^ dx^ ... entre (2) et (3), contient toutes 
les tangentes (3), c'est leur lieu, et comme elle est du premier 
degré^ c'est un plan. On lui donne le nom de plan tangent à la 
surface en x^^ x^ ... 

L'existence de ce plan est soumis à plusieurs conditions, il faut 
d'abord, bien entendu, que la fonction / soit continue et ait des 

dérivées. Il faut aussi que -^ ... -i^ ne soient pas nuls à la fois. 

^ ÎXj ?Xn ^ 

S'il en était ainsi les équations (2) et (4) seraient illusoires, mais 
on aurait 

(') La longueur d'un arc est un invariant du déplacement, il faudra modifier 
sa définition si Ton fait de la géométrie non Euclidienne. 
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et' le lieu des droites (3) serait la surface^ 

du second degré, on voit ce qui arriverait si tous les — J-^ étaient 
nuls à la fois, je n'insiste pas. 

4. Les enveloppes. — Considérons une famille de surfaces» 
c'ésl-à-dire une équation de la forme 

(i) /(xj, a?, ... Xn, a) = o 

renfermant un paramètre a. A chaque valeur de a correspond une 
surface particulière, et si Ton change a en a + da, on obtient une 
surface inOniment voisine de la famille. Les deux surfaces (i) et 

(2) /(x, ... x„, a -^ dà) = o. 

se coupent suivant une variété k n — i dimensions, qui peut aussi 
être représentée par (i) et par 

/(ar, ... a 4- da) — J{x^ ... a) = o, 

OU par 

(3) '-^=0; 

si Ton élimine a entre (i) et (3), on obtient le lieu de ces variétés, 
que l'on appelle V Enveloppe de la famille (i). 

La variété (i) (3) est une caractéristique de la famille (i). 

On conçoit de même des familles de surfaces dont Téquation 
contiendrait 2, 3 ... paramètres. Par exemple l'équation 

(4) fi^v — ^n» a. 6) = o 

représente une famille à deux paramètres et trois surfaces infiniment 
voisines de la famille, à savoir (4) et 

/(xp ... a -h da, h) = 0, 
/(xj, ... a, h -^ dh) = o, 

se couperont suivant une variété qui pourra être représentée par 

- b/ ô/* 
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et rélimination de a et 6 fournira une surface» que nous appelle- 
rons encore une enveloppe et ainsi de suite. 

Les surfaces de la famille, portent le no^i d'enveloppées. 

Il peut arriver qu'une famille de surfaces soit donnée par plu- 
sieurs équations 

(5) /(oj ... a, 6, c) = o, (p(a, 6, c) = o, ^{a, 6, c) = o 

les paramètres étant liés entre eux, il n*est pas nécessaire d'éliminer 
b et c et de différentier ensuite. Il est clair que Ton peut poser 

^J^ da -^ < db -\-' /- de = o, 
ôa 66 bc ' 

et éliminer a, 6, c entre (5) et le résultant 

164ii) = o 
ô(a, 6, c) 

Par exemple l'enveloppe des plans 

(6) a,a:, -h ... a„x„ -t- 6 = o 
pour lesquels 

(7) a\^a\...-^a\ = k* 

k étant constant, s'obtiendra en différentiant ces équations ce qui 
donnera 

x^da^ -f- x^da^ ... -4- Xndan = o, 

a^da^ -h Cjcfa^ ...-+- ctrAcLn = o 
orn — I des quantités a sont arbitraires, il faudra donc éliminer 
l'un des da, égaler à zéro les coefficients des autres, ce qui donnera 
n — I équations qui jointes à (6) et (7) permettront d'éliminer les 
a. On peut aussi employer la méthode des multiplicateurs et poser 

ûj -+- XXj = o ... Qn -h 'kXn = O, 

éliminer , ce qui donne 

(8) ^ = ...î-", 
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et éliminer les a entre (6) (7) (8) ce qui donne l'enveloppe 
a? j -+- a: j ... H- ar„ = r| 



/?• 



L'enveloppe d'une Jamille de surfaces^ quel que soit le nombre de 
ses paramètres touche toutes ses enveloppées. 
soit, en effet 

(9) /(^i> ••• a. b,c) = o 

une famille de surfaces, son enveloppe est donnnée par (9) et 

y \ ^f ^f 0/ 

et Ton peut supposer que (9) représente l'enveloppe, si Ton y 
suppose a, b^ c tirés de (10). Cherchons les coefficients directeurs 
des plans tangents à l'enveloppe et k l'enveloppée en un point com- 
mun X| ... Xn. Pour l'enveloppée a, b, c sont constants et ces 

coefficients sont -«^ , - - ••• Pour l'enveloppée a, 6, c étant fonc- 

tions des x données par (10) les coefficients seront les dérivées /o/a/ie^ 

ôxi ba ôa:, ô6 ôXj ôc ex, * 



c'est-à-dire en vertu de (10) -*^ , -^ ... Les plans tangents seront 

donc les mêmes aux points communs c. q. f. d. 
Réciproquement, si la surface fixe 

F(xj, Xj ... x„) = o 
louche quels que soient a, b, c, la surface 

f(^i ... arn. a, 6, c) = o, 
ce sera l enveloppe de celle-ci. 

Si en effet en un point commun r,, ac, ... on a 

^ . ôF ___ jif . ôF 

^X, ?Xj CXg * ÔXj 

ce qui est nécessaire et suffisant pour que les plans tangents soient 
les mêmes ; on pourra toujours poser 
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et déterminer a, b, c (d une infinité de manières si ces paramètres 
sont en nombre supérieur à un) en fonction des x de telle sorte que 

la formule précédente soit une identité ; alors ~J-~ sera égal à — 
et si Ton prend 



^f ^f ô/ 



et seulement dans ce cas, si Ton achève de déterminer les a, fc, c 
au moyen de deux de ces dernières équations, ce qui exprime que 
F = o est l'enveloppe de/= o. 

Il résulte de là que toute surface est l'enveloppe de ses plans 
tangents ; et qu'elle est définie quand on se donne Téquation géné- 
rale de ces plans. 

Celte manière de définir une surface par ses plans tangents a 
comme nous allons voir une grande importance et nous allons en- 
trer à ce sujet dans quelques développements. 

Si Ion suppose l'équation/ = o résolue par rapport à la variable 
Xn et mise sous la forme 

¥(x^ ... x„_i) — Xn = 0, 
et si Ton pose 

^X„ ^ IfXn 



i>x,—P'' ^^—P^ 



•<• • t 



réquation du plan tangent prend la forme 

(5) />,(X, - X,) ... +/>,^,(X„_, - x„_0 - (X„ — X„) =r o, 

ou 

X„ — /)|X, ... — p„_jXn_i — {Xn —PiX^ ... — p,^Xn) = O. 

ou en posant 

(^) = a;„ — p^x, ... — /)„_ia;„_i, 

la forme : 

X„ — p^X^ ... — /)n«iX„., — e = o. 
Elle renferme n paramètres />j, . . . p„_^^ 6 qui ne sont pas distincts, 
car il est facile de voir que 6 est fonction de p^ .../)„.i ; en efiet de 

(6) on tire en difierentiant 

(f6 = {dXn — p,dx, —p^dx^ ... — Pn-idXn-,) 
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or la première parenthèse est nulle, car 

dxn = — r dx^ ... -h -—- c?x„. i = p^dx^ ... -h Pn-iàx^-u 

CX^ OXn—i 

et Ton a 

c?ô = — Xidpi ... — Xn-idp,,_i. 

ce qui exprime que est fonction des p. 

Ainsi en général, le plan tangent dépend de n — i paramètres 
Pif ••• Pn-i' En général ces paramètres sont distincts, et Ton peut 
assujettir le plan tangent an — i conditions. On peut par exemple 
l'assujettir à passer par /i — i points fixes, mais il pent en être au- 
trement, si par exemple on a une ou plusieurs équations de la 
forme 

La surface alors pourra être une enveloppe de plans an — i , 
n — 2, ... I paramètres. Examinons ces différents cas. 

5. Surfaces développables. — Supposons les paramètres p^, 
Pi ... /)n — 1 distincts, la surface sera l'enveloppe du plan 

(l) Xn—PiX^ -^ ... pn^iXn-i — 6 = 0, 

OU 6 est une fonction des p qui caractérise la surface et pour obte- 
nir son équation, il faudra éliminer les p entre cette équation et ses 
dérivées 

ôô 56 

telle est la méthode qui permet de passer de l'équation (i) à l'équa- 
tion de la surface. 

Supposons maintenant qu'il existe une relation entre p^, ... 
pn^i à savoir 

l'enveloppe du plan 

(2) oc,, — piO^i ... — Xn-i^^ ^6 = 

Laurent. — La Géométrie analytique générale j^ 
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sera ce que Ton appelle une surface développable ; on Tobtiendra 
en éliminant les p entre (2) et ses dérivées relatives aux/) 



(3) 






Xn-i H- x„_i 



ôO, 



ôO 



^Pn-i ^Pn^i 



= O. 



En éliminant les/) qui sont au nombre de/) — 2 entre (2) et (3) 
on aura l'équation générale des surfaces développables. Les équa- 
tions (2) (3) sont les équations d'une droite ou génératrice située 
sur la surface. (Si l'on différentie les équations (3) par rapport aux 
p on en tire des relations qui si n = 3 représentent un point si- 
tué sur deux génératrices voisines, lesquelles se rencontrent quand 
on néglige les termes du second ordre et les génératrices touchent 
une même courbe gauche). 

Ainsi les surfaces développables ^ par définition, enveloppes à 
n — 2 paramètres sont des surfaces réglées ^ cest-d-dire engendrées 
par des droites mobiles, et le plan tangent est le même tout le long 
d'une génératrice^ car cette génératrice est caractérisée par des va- 
leurs données des p. 

Nous allons étudier les plus simples de ces surfaces. 

Et d'abord signalons les plans pour lesquels p^ .., pn sont cons- 
tants. 

Nous rencontrons ensuite les cylindres, pour lesquels la fonc- 
tion <p est du premier degré. Si Ton a 

dlPi -^ a^Pî ... 4- an-iPn-i -h «n = o, 

les a étant constants, il est facile de voir que cette équation peut se 
mettre sous la forme 



(3) 



K^l^n an^i) ^(a^gn an^j) 



ÔX. 



ÔOÎ, 



^a^n — Onagg) ^(«2^/1 — ^n^i) 



bx. 



ÔX« 



= 0, 



et que Ton a 

(4) ^{aiX„ — GnX^, ... an^iXn — a„x„.t) = o, 
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4» désigaant une (onction arbitraire. En effet (3) peut s'écrire 

a^p^ — a„ a^p^ ... aj/>«-i o 

a.^p^ aip^ — a„ ... «iP»-! o 



P% 



Pn'i 



= o. 



-ou 



On 

o 



o 

un 



O ... 
O ... 



= o, 



Pi P% Pa ••• Pn-'i I 



ou enfin 

(«IPI 

ce qui revient à 

a^p^ -H ... an = o. 
dans ces surfaces la normale au plan tangent est perpendiculaire à 
une droite fixe. 

Il est clair qu'une fonction de a^Xn — a„Xj, ... est une fonction 
•de n — I fonctions linéaires quelconques, donc l'équation des cy- 
lindres peut aussi s'écrire 

*(Xj,Xj ... X„_,) = o, , 

Xj, Xg ... désignant des fonctions linéaires quelconques. Parmi les 
cas particuliers des cylindres, se trouvent les surfaces 

*(X0 = o, *(X„Xa) = o, ... 
Reprenons Téquation du plan tangent 

(Xj — x^) Pj -+.... — (X;, — Xn) = o. 

Si nous exprimons qu'il passe par un point fixe a^, a^ ... an, 
nous obtenons une relation entre les p qui est Téquation d'une 
développable : 

(«1 — Xi)Pi -^ "' (on — i — x„_t)p„_ 4 — (a„ — x„) = o. 

Cette équation peut se mettre sous la forme 



<4) 



Pl(^l— Q.) — (^« — «n) P2(^>— Q|) Pn-l(ag|~fli) 

'' (Xn — anY ' (arn — fln)* "' {Xn — «n)* 

Pii^i — ^i) Pi i^i — ^i) — i^n — an) Pn^ 1(3^3 — 

{Xn — anf * (x„ — a^)« "•• (x„ --. a„)2 



=^o, 
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qui exprime qu'il existe une relation 

entre ^* ^' , ... ou une relation homogène entre 

X« Un 

^1 «1» 2^2 — «2 ••• ^n ^«' 

En effet la relation (4) peut s'écrire 

|Pl(^l — «i) — (^1 — «l) ---Pn-^ 1(3^1 — ûi) 



OU 



Pi (^1 — «1) — (^« — «») — Pn-l(^l — «i) O 
Pi (^a — «â) Pn-l(a?2 — «2) O 



Pi 

OU encore 



p,.-i 



= 0, 



(rr„ — a„), o o — (x, — a^) 

o , — (x„ — a„) ... o — (a;^ — «2) 



= 0, 



Pi , P2 ... Pn-i I 

ou enCn 

(a:„ — a;,)»-2[/)j(xj— ai)-h...-+-/>„_i(ir„.i— an-i) — (a^n— an)]=o. 
ce qui revient à 

Pi (P^i — a^) ... — (a?„ — a„) = o. 

Par un changement de coordonnées Téquation finie des cônes se 
ramène à \\ forme 

*(X,,X, ... X„) = o, 

désignant une fonction homogène de n fonctions linéaires 

Il est presque inutile de faire observer que tout ce qui a été dit 
dans ce chapitre est vrai quelque soit la nature euclidienne ou non 
de la géométrie considérée sauf ce qui concerne les longueurs et 
les angles. 



CHAPITRE VI 



SURFACES ALGÉBRIQUES 



1. Résultantes. — On appelle surfaces algébriques celles dont 
l'équation est de la forme/= o. /désignant une fonction entière. 

Considérons deux polynômes entiers en x, de degrésp^^ et p^ ^ po. 
à savoir /o et /j. Divisons/,, x,/ ... a;jPi~'/o P^^/i» appelons 
5^0, qi ... les quotients et c^j -h c^^x^^ -f- ..., ... les restes, nous 
aurons 



l/o — 9o/i = <?ii -+• Caïa^i ■+- 



(0 



\ 



.-,^^/i-', 



-h C,. X, -+- ... c. . x,/>i ^ 



IPI • Vi 



Posons 

remplaçons x^ successivement par les p^ racines ai, a, •*, a^j 
de/ = o, et désignons par A le déterminant (de Vandermonde), 
en général différent de zéro (si/ = o n'a pas de racines multiples) 



A = 



I ... I 



"*/>! 



a,^^-\..«^;-' 



les équations (i) en fourniront p^^ qui expriment que 
/o(«.)/oW."/o(«p»)A = CAe), 

(1) Ea vertu de la règle connue pour former le produit do deux détermU 
nafits. 
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OU que 

n/o(«i) = C. 
or 

est évidemment la condition nécessaire et suffisante pour que- 
yjj = G et/i = G aient une solution commune. C = g est aussi 
cette condition. 



ôC ôG 
Si Ton multiplie les formules (i) par ^ > ^ ••• respectivement 



et si on les ajoute on trouve 

donc ^ton/ donnée deux polynômes entiers en x, on pourra en géné- 
ral irouoer des polynômes Xq et X, tels que Von ait identiquement 

^o/o ■+" ^i/i = ^^*i ®* ^^ particulier = G ou même i , 

à moins que/o = o,/t = o aient une solution commune, et alors 
on a identiquement 

Vo -+- Vi = ^• 
C = G est ce que Ton appelle la résultante de/^, = o ety; = o. 

Supposons que les coefficients de /o et /i renferment un para- 
mètre Xf^ et que/o et/i soient encore de degrés po et p^ en ir^ et x^y 
C sera de degré /)^/), en a?j, car les éléments c^^ sont de degré />j>. 
A chaque racine de C = g correspondront des valeurs de 

fiC,, x^ ... xf^^^ 
donnés par les équations 

i^li -H ^21^1 -^ - % i«^^ ■" ' = O, 
............ 

donc les équations /^^ = o,/^ = o auront p^p, solutions communes. 
Cette conclusion sera soumise à de nombreuses exceptions, bien 
entendu, si les coefficients des/ satisfont à des relations particu- 
lières ; je n'insiste pas pour le moment sur ce point. 
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En général, des relations (i) on pourra éliminer 

•*' i> •*' 1 ••• •*'i ) 

on en déduira deux relations de la forme 

AiXj -h B, = \J^ ^- X, Jj, 
Aj^i -^ B, = \J^ H- \J^. 

Aj, Bi, A^, Bi désignant des polynômes de degrés pQp^ au plus 
en x^ ; or il existera des polynômes en x^, u^ et u, tels que 

AjUj -+- Ajiij = I , 

et alors on aura 

x^ -+- BjA, -h BjAj = s multiples à^f^.fi, 

ou, en appelant F {x^) un polynôme entier en x^ 

x^^Xf^^ = F (xq) -h s multiple de/o/j ; 

j'ajoute que F^, sera, si l'on veut, de degré p^pi — i ; car on peut 
le remplacer par le reste de sa division par G. Donc : 

Etant donnés deux polynômes entiers en x^ et oî, à savoir f^,f^ de 
degrés Pq et p^, tout polynôme en Xq etXi est égal à un polynôme 
entier en Xq seul de degré p^,p^ — i au plus, à des multiples près 
defo etf^. 

Considérons maintenant trois polynômes entiers en Xq, xtj X2 
de degrés /)o,/>i,j32, à savoir/o,yi,/j. Considérons les polynômes 

/o» ^2/0' ••• ^2 /o» 
on peut les mettre sous la forme suivante 

[ /o = Cil + c^^x^ -+- ... Cjj^ac/ - " -h 2 mult. f^.f^, 

(^) 

f ^%^ " '/o = ^HLi -+- Va^i + - Vh^^»^ ' "^ ^ "^^^*- ^*'/«' 

jui désignant /)j/)2, puis posant 

G = 2 dr CiiCaa ... c^j^^j^, 

on a, en multipliant par - — , - — ... et en ajoutant 

C«2muU. /„/„/,. 
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Si /o = o, /, = o, y, == o ont une solution commune, on aura 
C = G, d'ailleurs en appelant 

«11, «21; 
• • • • 

les solutions de/i z=:o,J^ = o, en faisant dans (2), Xi et x^ succes- 
sivement égaux à ces solutions, on aura |jl* équations d'où Ton 
déduira 

AU/o(«ii, «2O = AC, 
ou 

n/o(«i«. «20==C. 
car A en général ne sera pas nul, et comme 

n/o (*ii» ^2i) = o exprime que/, = o, /i = o, /; = o 
ont une solution commune, C = o sera la condition nécessaire et 
suffisante pour que ces équations aient une solution commune. Ce 
sera ce que Ton appelle encore la résultante de ces équations ; si 
C = o, la solution commune sera donnée par ce que deviennent 
les équations (2) ou 

^11 + ^12^2 ••• H- ^ipi^i^ - ^ = o, 



C = o est dé degré Pq p^ p^ en Xq, car les c^ sont des polynômes 
en Xq de degré jDq. A chaque racine de C = o, correspond une va- 
leur de a?2 et une de ce,, donc les trois équations /o =0, /*, = o, 
/a = o, ontjDo jOj Pi solutions. De plus, on se rappelle qu'il existe 
des polynômes X^, Xp Xg tels que 

. Vo-i-Vi-^V2 = G; . 

d'ailleurs des équations (2), on tire deux équations de la forme 

AjXj 4- Bj == 2 mult. /o, /, , /a, 
Ag^a + B^ = >: mult./,,/,,/, 

et comme il existe des polynômes ai et Ug tels que AiUi -+- A^u^ = i , 
on en conclura 

a:, = 2:mult./;./,/2-+-F(xJ 
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et 

rr^o^^xï, = 2 mult./o,/,,/, + F,(x,) 

d'ailleurs Fi(a;o) pourra être supposé de degré /)o/>i/)2 — i en le 
remplaçant par le reste de sa division par C. 

Donc étant donnés trois polynômes /o,/i, /j de degrés p^, pi, 
p.^ en x^y xi, Xj, on peut mettre un polynôme quelconque en r^Q, 
Xi, x^ sous la forme d'un polynôme de degré PoPtP^ — i à des 
multiples de /o»/i, /^ près, et ne contenant que x^, de plus on voit 
que les trois équations /^ = o, /i = o,/^ = o ont pip^^Ps solutions 
et ainsi de suite. 

En général n équations algébriques auront autant de solutions 
quity a d'unités dans le produit des degrés de ces équations, ou n 
surfaces des degrés p\p^ ... pn dans V espace à n dimensions se 
coupent en général en p^p^ ..* pn points. (Quelle que soit la nature 
de l'espace, Euclidien ou non que l'on considère). 

2. Discussion. — Considérons des équations algébriques 

(A) /,==o, /i = o .../„ = o, 

tout à fait générales. /o,/i .,./« désignant des polynômes de degrés 
p,, Pi ... jDn en Xq, Xi ... x„, appelons 

Xi = «il, X^ = «21 ••• ^n = «m ; 



"{XI » *"2 — "*jjta ••• »*n — ^jj. î 



les solutions des équations 

(B) /, = o, .../, = o. 

solutions que nous supposons au nombre de jui = pip^ ... /)«. 
Formons les polynômes 

/o> ^nfii •'• ^n JQ 

Il existe des polynômes entiers en Xq de degré fji — i égaux à ces 
polynômes, à des multiples de/i, . . . /, près, on peut donc poser 

i/o = ^11 -^ ^12^1» -+- ••• ^ifjL^n^ "■ ' + Smult./j, ... fn, 
J 
^n^""7o = ^lxi + Cjj^a^n4- ^..C^^Xn^^ ' + 2 mult./j, .../„. 
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et en faisant Xi = an, x^ = au ... x» = OLni, puis / = i, 2, .., ^ 
on a [i^ équations, qui montrent qu'en posant 

C = 5 d: c,,c,. ... Cj,^, A = S =b a%j,a,^ ... a^^" " . 

on a 

^/o(*ii> «ii ••• ^ni)^ = AG, 
ou 

ce qui prouve que G = o est la condition nécessaire et suffisante 
pour que les équations (A) aient une solution commune. C'est 
leur résultante. 

Cette solution quand G = o, est donnée par les équations (i) 
où l'on fait yi =/i .,. =f„ = o^ c'est-à-dire : 



(^) 



C^^'\'C^^Xn -+- ... C ^^x^^ ' =0, 



^|xi"+'^lJia^ + ••• ^[iji^n 



Ces équations font connaître ÏXn de la solution commune et ses 
puissances. Et comme Xi, x^ ... sont des fonctions de Xn, à des 
multiples des /près, ils seront connus quand on connaîtra x». 

Les équations (2) sont en vertu de C = o, au nombre de [i — i 
distinctes et font bien connaître a;», a?»' ... pourvu toutefois que 
les mineurs de C ne soient pas tous nuls. 

Si les mineurs du premier ordre de C sont tous nuls, les équa- 
tions (2) se réduisent à|UL — 2; si l'on élimine x'„, x\ ... a?„^ ^ % 
on a une équation du second degré en aî„, qui fournit deux va- 
leurs pour x„; il y a donc deux solutions communes aux équations 
(A), et l'on verrait de même que si les mineurs d'ordre k de C 
étaient nuls, les équations (A) auraient k -h i solutions com- 
munes. 

L'équation C = o est de degré juip^ =/>o/>i ... />nen Xq les élé- 
ments Cij de C sont de degré po en Xq, à chaque solution Xq de 
C = o correspondra, en général, une solution de (A). A moins 
qu'à* une solution "de* (A) ne correspondent plusieurs solutions 
communes. 
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Cela aura lieu si les mineurs du délerminant C sont nuls jusqu'à 
Tordre k, mais alors il y a A -^ i solutions communes» or on a 

aC bC dcij 

d^C '*-. ô*C dcij dc/ii ôC d^Cij 

35*0 j tCijdci^i dx^ dxQ bCij dx^ * 

donc à ces k -^ i solutions communes correspondra une racine x^ 
d'ordre de multiplicité ft + i de G = o, la circonstance en ques- 
tion n'infirmera donc pas notre conclusion relative au nombre des 
solutions des équations (A). 

Nous devons cependant envisager encore un cas remarquable, 
c'est celui où la quantité G serait identiquement nulle, j'entends 
nulle quel que soit x^\ bien que C soit nul, il peut arriver que 
tous ses mineurs ne soient pas identiquement nuls, mais x^ est arbi- 
traire et à chaque valeur de Xo correspond un système de valeurs 
de o^j, 0^1 ••• a;„ les surfaces (A) ont alors une ligne commune, 
j'ajoute que si les mineurs de C sont nuls pour une valeur parti- 
culière de OÎQ, pour cette valeur particulière, il y aura deux sys- 
tèmes de valeurs de a?! , x, ... Xn correspondantes, donc nos sur- 
faces auront en commun une ligne et au moins un point commun 
en général situé hors de la ligne, en outre on aura en multipliant 

les équations (A) respectivement par - — ♦ - — ... et en les ajoutant 

une équation de la forme 

(H) Xo/o -h \f, ... + Kfn = o. 

quel que soit x^. Les X étant des polynômes entiers, si tous les mi- 
neurs de G étaient nuls identiquement jusqu'à l'ordre k, on au- 
rait & + I équations distinctes de cette forme, distinctes, car les \ 
ne sauraient y avoir les mêmes valeurs en général, et à chaque va- 
leur arbitraire de Xq correspondront A: + i systèmes de valeurs de 

^1» X2 ••. Xn* 

Enfin si tous les dj sont nuls x^^ix^, x^ ,.. Xn auront des va- 
leurs indéterminées, on aurait fx équations de la forme (H), suivant 
les cas les surfaces (A) pourront avoir en commun des variétés d'un 
ordre quelconque inférieur à /i -h i » si Ton a affaire à de véri- 
tables surfaces. 
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La distinction de tous ces cas où il y a indétermination, paraît 
difficile à faire sur les équations (i) ou (2), mais à l'aide de la théo- 
rie des déterminants fonctionnels on pourra toujours reconnaître 
combien parmi les fonctions/ il y en a qui sont distinctes. 

3. Remarques. — La résultante des équations 
(A) /o = o, f^=o... fn = 0, 

affecte la forme 

on voit alors que son premier membre est un polynôme entier et de 
diegré \i.=z p^p^ -^ Pn par rapport aux coefficients de/, en général 

il sera un polynôme entier de degré -- par rapport aux coefficients 

Pi 

de/î ; comme la condition nécessaire et suffisante pour que (A) 
ait une solution commune est évidemment déterminée, il faudra 
qu'on puisse la mettre sous une forme entière par rapport à tous 
les coefficients des / en multipliant ses diverses formes par les 
coefficients des /ne renfermant pas Xq. 

Réciproquement si une fonction des coefficients desf e = o, s'an- 

nule avecfg.f ..,fn, et si elle est entière et de degré -- par rap- 

port aux coefficients de /, de degré ~ par rapport aux coeffi- 
cients de f, ... e = o sera le résultante de (A) pourvu quelle ne 
contienne Xq que par les coefficients des / 

Car si R = G est la résultante, 6 s'annulant avec R sera de la 
forme RA = o, mais elle est de même degré que R, comme elle 
ne contient Xo que par les coefficients de/, il faut que A soit de de- 
gré o, c*est-à-dire une constante numérique, e = o est donc bien 
la résultante. 

Nous avons dit que /i -+- i surfaces se coupaient toujours dans 
Tespace à n -+- i dimensions en un nombre de points égal au pro- 
duit de leurs degrés quand il n'y avait pas indétermination, pour 
l'exactitude du théorème il faut compter les points confondus et les 
points situés à l'infini. Toutefois on pourrait craindre que la limite 
PoPi •••/>/! que nous avons trouvée soit une limite supérieure qui 
ne pourrait jamais être atteinte. 
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Cette crainte n'est pas fondée, il n'est pas difficile de montrer 
sur un exemple que la limite peut être atteinte. Considérons en 
effet des fonctions linéaires //y et soit 

/o ^^ 'oroâ ••• 'opo» 
/i ^^ *Ji'i2 ••• ''IPi* 

Jn -— - *rii*w2 ••• 'nj>n» 

les équations (A) auront pour solutions, les solutions àe^ p^p^ "Pn 
systèmes linéaires 

dans lesquels on devra faire a = i, 2 ... />o, P = i» 2 .../),, 
9= I, 2 . ../>„. 

4. Théorème de Jacobi. — Considérons les n équations en x^^ 
x^ ... a?n des degrés />^, />2 ... pn 

soit X, la résultante provenant de l'élimination de Xg, rc^ ... x», 
Xg la résultante provenant de l'élimination de x^, x^ ... Xn, etc \j 
des multiplicateurs, on aura 

iXi = Xii/i -h ^12/i •..-+- ^n/n. 
•. • • 
Xrt = ^nl/l -H ^«2/2 ..•-+- ^nnf ti- 
en différenliant on a 

^' - ^J' - "^ ^:t:> ^ ^'^ ô^ - + ^- w 

si Ton donne aux x des valeurs annulant les X sans annuler les /, 
les formules montrent que pour ces valeurs, on aura A = o, ça 
posant A = S dz X^ 1^2 ••• Kn- Et si l'on pose* 

ô(xi ... x„)' 
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les formules (2) montrent que les valeurs des x qui annulent les/ 
donnent, en appelant 



ces valeurs, 

(3) A(«,,. «,, ...) D(a,,, a,i ...) = X\(ct,0 X',(V; ... X'„ (,„,)• 

Soit maintenant F(aJi ... iJC/i) un polynôme entier, divisons F par 
Xj, soit Qi le quotient Ri le reste, divisons Ri par Xj, soit Q2 le 
quotient, R^ le reste, et ainsi de suite, on aura 

F = QiXi + ...Q,X„H-R. 

et R sera de degré pi — i en Xi, ... jo„ — i en a:„, et la formule 
d'interpolation de Lagrange donnera 

F _ Qi_Xi H^^Q^ ^ 

Xi Xj ... X„ X1X2 ... Xfi 

2 FK-.«./...) 

Faisons F = GA., où G est un nouveau polynôme, si Ton se rap- 
pelle que A est nul pour les valeurs qui annulent les X sans annu- 
ler les/, on aura 

X,X2... X„- XTTTXn "■ "^^X^(au)X',(«20...(^i-«20...' 
les Q' désignant toujours des polynômes entiers. Egalons alors de 
part et d'autre les coefficients de ——.•.—. on voit que le coeffi- 

■*■ .^1 »*f2 n 

cientde — r dans 

GA 



X1A2 •.. X» 



est égal à 

C'est là le théorème de Jacobi, qui va nous être bientôt utile. On 



X\(a,i) ... X'„(a,„) 
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peut lui donner une autre forme, en vertu de la formule (3), et 
écrire 

Coef . de —^— dans ^ v^^ v = £ ?^ ''' "^ "' ''"? • 

Xi ... Xn A1A2 ... Art l^t«li, «2t ••• «mj 

\j est de degré p^p, ... p„ — pu donc A sera de degré 

£(/>i...p« — p.) 
ou 

np, ... pn-— ^Pif 

D est de degré Sp, — n, donc si G est de degré inférieur au degré 
£pi — ^ n de D, Ga sera degré np^ ... p„ — Sp^ -h Sp^ — n — i au 
plus, c'est-à-dire de degré npjp, ... p„ — n au plus, il sera donc de 
degré inférieur à np, ... p„, de degré Xj ... X„, donc : 
Si G est de degré inférieur àD, on aura 

mais si G est de même degré que D, cette somme sera une quan- 
tité qui pourra être une constante non nulle dépendant des termes 
du degré le plus élevé dans G, etc. 

On a ainsi des relations entre les intersections des surfaces 

/i =o,.../„ = o. 

Conservons les notations précédentes, et appelons, pour sim- 
plifier, F^-'^ la valeur que prend une fonction F (x^, x^ ... x„) pour 
acj = aijj Xj r= «2; .••> il est clair qu'il existera une infinité de fonc- 
tions /ii/,/î2i ••• telles que 

(4) fi = (^1 — <flj)fiji -+-••• (^l — ^nj)fijn* 

Posons alors 

fiji flji-"fljn 
fiji fj2 .*.f2jn 
Jnji Jnfi • • • Jnjn 

Les fonctions |y, au nombre de fx ==:pip, .., p», jouissent des 
propriétés suivantes : 

1° Pour xi == oixij x^ = 72i ... îj sera nul, excepté si i =j\ alors 
on aura ^j= i. 



?>=K^ 



w^ 
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En effet, en vertu de (4) on peut remplacer la première colonne 
du déterminant Bj par/t,/^ ... /*„, il s'annule donc pour xi = «!»> 
rcj = (X2i ... mais si xj = «i^, x^ = «gy, on a 

le déterminant qui entre dans l'expression de Bj se réduit à D^-'^ et 

2** On a 

?i -+- ?2 ... 4- Jjj, = I ; 

car, en vertu du théorème de Jacobi, ?i + ?2 -.• 5^^ ^st constant, et 
pour xi = «ji, Xi = «552 ..., il se réduit à £$*> = i. 

S*" Soit Jo une fonction de Xj ... a?n de degré Pq, le déterminant 



I 



/l /l;l '"fijn 



Jn Jnjl *•' Jnjn 

est évidemment nul ; mais il est de la forme 

(/o-/o^-'^)î. + Vi + - v« = o, 

les X désignant des polynômes entiers etX» est de degré l,p — p, — n. 
Si dans cette formule on fait y = i, a ... fx et si l'on observe que 
?i H- ?2 ••• == '> on a, en ajoutant 

les X représentant des polynômes différents de ceux que l'on vient 
de considérer. 

Sifo est nul avec les x, ou si la surface Jo = o passe par les 
intersections defi = o, ..,/„ = o on a identiquement 

6* si/i./a .../n,/o sont de mêmes degrés, les X sont constants. 
4** Les S, sont linéairement indépendants, on ne peut pas avoir 
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«r> 



si «i ... a^^ sont des constantes, car pour a-^ = au, x^ = «gj ... il 

reste aiÇ/*' ou a\ = o, donc les a sont nuls. 
5*» Si donc 

«1 ... /i désignent des constantes, on a «i = ^. a^ = /^ ... 
I1 y a en général ^ == p^ p^ ... p„ argumenlsxt'irr^^^î ... Xn"", 
dans lesquels «i < pi, «^ < />,, ... »„ < p„ ; en effet ces arguments 
sont les termes du produit 

(i+Tj-f-...x»/^«-')(i4-^,-f-...x/2-')...(i-f-ar„-h...aT/--^), 

et leur nombre s'obtiendra en y faisant j-, r= .r^ ... = i, ce qui 
donne bien/Ji/>2 ... />„. Soient o)i, w^ ... w^ ces arguments, posons 



U = 



U)ii 0)12 ••• **^1UL 

t02i U)22 ... CD2ji 

Wjli t*^UL2 ••• ***!-'-JJ'- 

Wiy désignant la valeur de w< pour x^ = fx^j,x.>^=3i.,j ,.., posons 
encore 



"y 



Wii ... Wj ... (Uju 

Cl>2t ... 0^2 .*• ^2\i- 



tOjil ... w 



Il ... Wjiji 



= ^i.,:r.-^-^i-; 



dl2 



do) 



il est clair que Qj s'annulera en même temps que les/, sauf pour 
Xi = «ly, Xi = «o; î et se réduira a iî pour j?i = a,^, jî2 =r= ajy ; 
et Ton aura 



Ul _^ iÎ2 






Du reste si Ton considère le déterminant suivant, où l'on a fait 

/o 1»>1 <»>2 ... Wjx 

/oi wn 0)21 u)|j.i 



/oji WijJi W2JJL tO{ia 
Laurent. — La Géométrie analytique générale 
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il se réduit à o, si/o ne contient pas de termes divisibles par 



Xi^i, aP2^2 



et alors 



ou 



o = Û/o — Ûi/;, ... — Ûix/oiJL, 



D'ailleurs Qi = ?jQ à des multiples de /, ... /n près, si f^ est 
quelconque, on a 

les X étant des polynômes entiers. 

Il est intéressant de montrer que li* peut se calculer en fonction 
rationnelle des coefficients des/. Soit en effet D (xi, ... a?„) le déter- 
minant des fonctions /et 



D.==D(a,,. a,,...). 



on a 



a* 


DT ï)T - 

0),, lOjj 

^ -d; - 




Wi2 


W2i ... 


D.Di... Dix" 


t022 ... 


= 




, ... 







Or, en vertu du théorème de Jacobi, si Ton suppose les degrés 
de 0(>L» (<i>2, .- Wji non décroissants, tous les termes à gauche de la 
diagonale principale de ce déterminant sont nuls, ceux de la diago- 
nale principale sont fonctions des coefficients des termes des degrés 
les plus élevés dans les/, on peut donc poser 

û2 = DiD2...Djx/f, 
k étant indépendant des a (*). 

(1) Les quantités û, et |„ jouissent encore de cette propriété, que, si on 
néglige dans les calculs les multiples des/, on aura û,% = o, Û^, = a., cjb 
sont ce que les allemands appellent des unités complexes. 
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5. Nombre des conditions nécessaires pour déterminer 
une surface. — Un polynôme du degré p à une variable, est 
déterminé à un facteur près, quand on se donne ses racines. 

Or nous allons voir qu'en se donnant les solutions d'un sys- 
tème d'équations, on ne peut pas déterminer en général ces équa- 
tions, ou pour parler plus clairement, on ne peut pas se donner 
arbitrairement les p\ pi •*. Pn solutions d'équations des degrés 
/>!, •••/>n> ou si l'on veut, il existe des relations entre ces solu* 
tions. 

Cherchons d'abord le nombre des coefficients d'un polynôme de 
degré p h n variables. 

Un polynôme du degré/) à deux variables homogène 

a^xJ* H- a^xP-^y -I- ,.. a^f 

conlient /) h- i termes. Un polynôme homogène du degré p k 
3 variables est de la forme 

Af^xi' -h Aja:''-* ... -h Ap = P, 

OU Af est de degré / en y et z, il contient 

(p H- i)Cp -4- 3) ^ „. 

I 4- 3 ... 4- p -H I = ""J—^—l^ti i termes, (*) 

Un polynôme du degré /) à 4 variables est de la forme P ; mais 
A, est de degré / à 3 variables, il contient 

. +3 + ... (P + ^)(P + .) ^ (p H- 3)(p ^.)(p + .) ^^^^^ 

3 I.3.0 

etc. Un polynôme homogène de degrép à n -+- 1 variables contiendra 

^P + '>-<f + "> termes. 
* 1.3 ... n 

c'est aussi le nombre des termes d'un polynôme de degré /> à n va - 
riables non homogène. Ce nombre est aussi égal à 

pi ni ' 

(*) En vertu de la formule 1 '- ^ ^ = •^^--J-^-^J'.- 
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donc une sqrface du degré p dans un espace à n dimensions dé- 
pend de 

~p] n ! 

paramètres, on peut l'assujettir à passer par v points ou à toucher 
V plans. 

On ne peut pas se donner à priori les points d'intersection des 
surfaces /"i = o, .../»= o. En effet le nombre des a^; est 
n.pijh '*'Pn' Ils sont fonctions des coefficients desy c'est-à-dire de 

-^rm" -^ - ^ -771 n ! 

paramètres, et ce nombre de paramètres est ordinairement plus 
petit que Ai.p,/>2 ... pn. Il y aura donc des relations entre les a/y. 

6. Théorème d'Abel. — Abel a découvert des relations diffé- 
rentielles entre les coordonnées des points communs aux courbes 
algébriques 

/i = o»/2 = o .../n = o. 

Voici comment on peut les trouver. Supposons toujours 
Ju fi '" fn de degrés pi, pi ... pn respectivement, 
posons 

ô(a;,, Xi ... x„)* 

différentions les équations de ces surfaces en faisant varier non 
seulement les ar, mais aussi les coefficients ai, ^2, ... de la fonction 
Ji et soitoîi ,., Xn une solution de (i), posons 

ô/*i = ^ cfa. + -*^ dùo ... 



nous aurons, 



ÔXi ^Xn 



= -'^^dXi...^^-ndXn. 
liXi * àXn 
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on en tire 






ou 



àfi dxi 



('^J 



multiplions les deux membres par une fonction F (xi ... a?,,) entière 
et de degré inférieur k Ip — n, remplaçons ensuite Xi,,,x,„ 
successivement par tous les éléments d'une solution de/i = o ... 
/„ = o, ajoutons, nous aurons, en vertu du théorème de Jacobi, 
la formule suivante qui est une forme du théorème d'Abel 






\^^ij) 



On peut encore donner au théorème d*AbeI une autre forme et 
ajouter les équations obtenues en faisant dans (i) Xi = a^iy 
Xy = oLîi ... et /= I, 2, ... on a alors • 

G désignant une fonction des OLji ou ï varie de i â ]:/.. S'il arrive 
alors que, en vertu du théorème de Jacobi, le second membre soit 
nul, on a des relations intéressantes, si le premier membre est 
intégrable. 

Considérons par exemple le cas ou /a, .../n sont du degré 

Ry posons 



m > 2, et soit/, = 


= x\ 4-a:^... H-aî^T- R, 






on aura 






X^dXi^ H- ... XndXn = dh, 




fii<^Xi -h •../2n^^n= 0, 
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et en appelant D le déterminant de a;*i -h ... x\f f\ ... /„ 



en faisant .Xi = a^, X2 = a2t, ... 1 = i, 2, ... et en ajoutant, on a 

"SA^ii = 0, ou £«11 = constante. 

donc quand une sphère de centre fixe coupe t intersection de n — i 
surfaces algébriques, le centre de gravité de ses points d'intersec^ 
tion avec les surfaces est fixe quand on fait varier le rayon de la 
sphère. 

7. Propriétés de la résultante. — Sa iorme explicite. — 

Considérons les équations 

(>) ?o = O. Oi = O, ... ^n = O, 

t^o> ?i ••• ?« désignant des polynômes en Xi, x^ ... Xndl x^ de 
degrés p, soit Xi = yj,, x^ = y^i >-. Xn = y m, une quelconque 
des y, = p" solutions des équations 

(2) ©, zm o, ©2 = o ... «„ = o, 
résolues par rapport à Xi, ... aj„. Soient 

(3) /i =0,/2 = .../„ = 0, 

des équations en aji,... aîn de degrés p (on pourra supposer/, fonc- 
tion de Xi seul,/2 fonction de X2 seul, etc.) soit Xt = au, Xi = 7.21 
. . . Xn = (/.ni une solution quelconque des équations (3). Posons 

(4) î* = ?&(«li.«2i ...) -H (a^i — «li)?*li- — -^- (^« — «m)®/rm. 

en sorte que (fkji soit un polynôme de degré p — i, posons enfin 

?0» ?01»» ••• ?om 



Oi sera de degré wp — n en Xi ... x„, car, en vertu de (4) la 
première colonne de dt peut être remplacée par tp^iau, as, ...), 
91 (au, (Xii ...), ... (pn(aii> ^2/ ...), il est de même degré en ai,, ... 
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Il existe des polynômes Çi. Ç2 .•• Ç(x tels que 



en posant pour abréger ^ij = Oi(«ij, «2/ •••, *i/, ••• ^^i)] et si Ton 
observe que pour a-i = an, x^ = «21 •••• on a ^j = ^ji ; on en con- 
clura que r^ s'annule avec les /, sauf pour Xi = «4^. ^2 = «a» ... et 
alors, il est égal à un. Posons 2 zh 6,1622 ... ^^yi = O, lorsque les (p 
sont tous nuls, 61, 6^, ... sont nuls, et les C sont nuls, à moins que 
e = o, or en appelant ïi, ... k[i les fonctions considérées $ 3, on a 



Çl={, +F,. ^2 = 52 + F. 



2 



les F étant des sommes de multiples de/i, J2 .., fn. Les Ç sont in- 
dépendants des coefficients des <p, donc ils ne s'annulent pas avec 
les <p, quant aux F ils ne peuvent devenir égaux et de signes con- 
traires aux S quand les o s'annulent, car il n'en est rien quand on 
prend çi =/i. ... ?n =/«» puis qu'alors ils sont nuls ou égaux à 
l'unité. 

De là il faut conclure que e est nul, toutes les fois que les 9 sont 
nuls à la fois, d'ailleurs est une fonction entière de degré 11 par 
rapport aux coefficients de chacune des fonctions (p^ ; e = o est donc 
la résultante des équations «p^^ = o, o, =• o .., <p„ = o. (Voir § 3) 

Si l'on pose 

la résultante 6 = pourra s'ordonner par rapport aux puissances 
de z et l'on pourra mettre cette résultante sous la forme 

on aura alors 

On pourra ainsi se procurer les fonctions symétriques des solu- 
tions communes à plusieurs équations algébriques. Il résulte de là 
que 
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Toute fonction symétrique, entière, des solutions de plusieurs 
équations algébriques est une fonction rationnelle des coefficients 
de ces équations. 

Cette méthode pour calculer les fonctions symétriques, pas plus 
que les méthodes d'élimination que nous avons fait connaître, n'est 
pratique, les calculs qu'elle exige étant fort prolixes. 

Soient/p, f^ -^ fn des polynômes entiers en aîi . . . Xn de degré /) 
soit 

ûfij, ctgj ... of,„- ; 
les éléments d'une solution quelconque des équations. 

Posons, en appelant w, un argument quelconque dans/^ et a^ son 
coefficient 

fk = «*i<J^i -+- •.. a^j^j -h ••• ; 

en appelant />/„ w,y les valeurs de/ et to, pour 3c^ = onj, x.^ = ol^j ... 
on a 

/o(«li ...) = fll^^^ia •••-+- «V;t -+-...; 

donc 

(0 -ô-. =■ ^Jifo/'o ... -f- wya/^/o^ ... 4- .... 

ou simplement, en n'écrivant pas les tsrmes nuls, si a^i, a.^, ... est 
solution de/o = o 



on a donc 





ôR R 




&R R 


ôR 


f.R 
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«î «11. «2t ••• satisfait à/o = o. Ce qui permet de calculer la solu- 
tion commune à /o = o .../„ =r o, dès que Ton a formé la lésul- 

tanle. Si tous les —q- étaient nuls, cette méthode ne permettrait plus 

de calculer la solution commune, il faudrait alors différentier deux 
fois et il y aurait deux solutions communes, maïs je n'msisle pas 
sur ce point. 

L'équation ( i ) peut s'écrire 



(5R ^/ ï I \ 



on en tire, en multipliant par a^>, en fesantj = i, 2 ... et en ajou- 
tant 



ï»R 



^R 



or/*;,/*; ... sont nuls, donc 



=^(/^4^-)= 






ôR . 



et plus généralement 



(^) 



ôR 






Les équations (2) sont au nombre de ^^ — ^—^ , elles définissent 

la fonction R, jusqu'à un certain point. Observons d'abord que ces 
équations sont satisfaites quand on prend R = F(P), P désignant 
Tun quelconque des déterminants de la forme 



P=rz 






a" a" 



en effet P satisfait évidemment à (2) et F (P) aussi, car 
^F(Pj^p,p.ôP 

Or si l'on prend pour variables indépendantes, autant de détermi- 
nants P à savoir P,, P2 ... qu'il y a de coefficients a\, a'^ ... moins 
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un, 


et 


si 


Ton 


garde ce 
ôR 


coefficient restant a' 
ôR ôPi ôR ôPa 


, on a : 
-4- .... 




^R 


ôR ôR 5P| 


.. 



si Ton multiplie ces équations par a^i , a*2 ... et si Ton ajoute, en 
vertu de (2) on a 

ôR 



ou 






ôR 



ce qui montre que R ne contient pas a^et est fonction des seuls dé- 
terminants P. 

Cela suppose R de la forme f^if\ .../^, et par suite entier en 
«*i» 0*2 ...,et si toutes les équations (2) sont censées avoir lieu quel- 
que soit ?, il faut supposer que R a été mis sous forme entière par 
rapport aux aJi et de même degré par rapport à chacun d'eux. Ce 
résultat est très important comme on le verra plus loin. 

8. Emploi des coordonnées homogènes. — Nous rendrons nos 
équations homogènes, par l'introduction d'une variable fictive que 
nous supposons égale à i après avoir effectué, s'il y a lieu, des 
différentiations. Considérons alors les équations 

/o(a?o» ^1 ••• a;„) = o. fi = o .../„ = o, 

homogènes en Xq, x^ ... x», et ou x^ = i n'a été introduit que pour 
rendre les formules homogènes. 
Je dis que le déterminant 

ô(a;^, Xi ... Xn) 

s'annule pour les valeurs des x, s'il y en a, qui annulent à la fois 
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/o> /i ... /n ; en effet p» désignant le degré de/, on a 



et si/o ... sont nuls à la fois, on en conclut, comme nous l'avons 
annoncé, pour les valeurs des x qui annulent les/ 

A=o. 

Il y a plus, si Ton suppose p^ = p, ... = p„, on aura pour les 
valeurs des n qui annulent les/ 

j>A ôA i>A 

—- = O, -- = G ... -- = O, 

En effet : 
des équations (i) on tire alors 

et en différentiant 

î)A . ^i. ô^ ^A „ ô/" «>A 



^r ^ ôA ,, ô/^ ?>A 



i>ri " «--^ ôari /ô/\ ■ ''-fxi 



UxJ 



or sl/o,/i •.. sont nuls, A est nul; et Ton a 

ou en vertu des relations connues entre un déterminant et ses 
mineurs 

~=0. cq.f.d. 
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0. Soliitionii multiples. — Considérons n surfaces rapportées 
à des coordonnées homogènes Xq ... x^ 

/^{Xq, Xi ... a:„) = o, fi = o .../„ = o. 

Si la résultante provenant de l'élimination n — i inconnues 

-■ ... — , a des racines multiples en ~, et si à une racine multiple, 

Xq Xq Xj. 

correspond un seul système de valeurs des autres a?, la solution 
considérée sera multiple. On peut supposer que Ton fasse varier 
les coefficients des /infiniment peu, cette singularité ne se présen- 
tera plus et Ton rentrera dans le cas général ; mais deux ou plu- 
sieurs points d'intersection seront infiniment voisins, en ces points 
les dx, les d'x ... pourront être les mêmes pour toutes les surfaces 
f=Of qui auront alors un contact d'ordre plus ou moins élevé. 
On aura alors pour un même système de valeurs des dx 

J- dxi H- ... •'- dxn = o, 

dXi * ^Xn 



Ail 


^Xn 


Vf tl 

(i) *>(/" • 


:---^î = o; 


et pour la même raison 




ô(x„. Xi .. 


-'. f'^l = 0, etc. 
. x„) 



La condition (i), si elle avait lieu pour une infinité de valeurs 
des X, exprimerait que les/^= o ont en commun une variété à une 
dimension au moins. Si elle avait lieu identiquement, où sait que 
les fonctions /seraient reliées entre elles par une relation. 

10. Démonstration d'un Lemme. — Si deux équations algé- 
briques 

f(xi, .,. Xn) = 6 et ^(Xi, ...x„) = o 
représentent la même surface, c'est-à-dire sont satisfaites pour les 
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mêmes valeurs des x, les coefficients des mêmes arguments sont 
égaux à un facteur constant près. 

Donnons en effet à Xi, ... Xn-i des valeurs ai ... flr„_ i les équa- 
tions 

devront fournir pour Xu les mêmes valeurs, les coefQcients de 
x\,Xn,x-n*.'.àe\Toni être les mêmes à un facteur indépendant de x^ 
près. Or ces coefficients sont des polynômes entiers en a^, Oa ... a„._i, 
ils devront être égaux deux à deux au même facteur près /c, si ce 
facteur k est indépendant des a, ils ont leurs coefficients propor- 
tionnels et par suite /et cp ont leurs coefficients égaux au facteur A: 
près. 

Mais k ne peut dépendre des a, sans quoi on aurait 

f(Xi ... X„) =r:rz /,' (j-, ... X,, - t) ^{^i ... X„), 

et il faudrait que <p = o et kf = o représentent la même surface, 
ce qui est absurde, car Ary ^^ o représente les points de ç rr- <> et 
de A: =: o. 

On identifie deux équations en écrivant qu'elles ont leurs coef- 
fkienls proportionnels. 

11. Coordonnées tangentielles. — Observons maintenant que 
réquation du plan tangent à la surface 

/(a-j. ... j-„) = o 

«u point (Xi, ... a.n peut se mettre sous la forme 

et si Ton rend / homogène par l'introduction de la variable fictive 
c'est-à-dire 

ar,-*'--h...X„--' [-«0 /- =0 ou Xi->L ,,,-^Xn -^+Xfl-«'-==rO. 
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Cherchons la condition pour que la surface /(xi ... x„) = o de 
degré m soit touchée par le plan 

(1) $ia-i -f- ... Î„.T„ -h $0 = 0- 
soit ai, «2 ... (/.n le point de contact ; on aura 

(2) /(2,, ... 3t„) =0. 

et en identiQant l'équation (1) avec l'équation du plan langent en 







on a 




(3) 




ou 




(4) 





En éliminant ao, ai ... a,, entre (2) et (4), on aura une relation 
en So, ?i ... ?« qui aura lieu, si le plan (i) touche la surface /=o, 
et seulement dans ce cas. 

Cette équation est Yéquation tangentielle de la surface. Elle sera 
du degré m {m — i)"~* par rapport à Çi et aussi par rapport à 
|j, $3 ... Mais les Ç n'y entreront que sous forme de déterminants 
et n'y figureront que dans une colonne (Voir S 7, la fin). 

Donc le degré de l* équation tangentielle sera m{m —^ i)»'-* par 

rapport aux to et P^n" suite par rapport à tous les |. 
Supposons 

n 



les équations (3) pourront s'écrire 

(3 bis) j- (a^o^l "*" «OlOfl ••• "^ «on^n) = ... 



= /('o •••'> 



"olô -t- ... »„?„' 
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de sorte que l'on pourra remplacer / («o ...) = o par 

(5) ot^ïo -+- «lîi ••• -^ anE«==0 

d'ailleurs (3 bis) pourront, en égalant ces rapports à — t, s'écrire 



{^>) 



«00«0 -h -• -^ «on'n H" ^Îq = ^ 



*>io''o -+-•••+ fnn^n + '?n 



Eliminant les a et ^ entre (5) et (6), on a l'équatton tangen- 
tielle 



î.?. ... ?„o 



= o. 



Si l'on suppose Îq=: t, les coordonnées tangentielles f,, ... 
sont les inverses des coordonnés à l'origine du plan tangent. En 
général on appellera coordonnées tangentielles d'un plan, les in- 
verses des coordonnées à Torigine de ce plan. Dans ce système de 
coordonnées, un plan a des coordonnées et pas d'équation, un point 
n'a plus de coordonnées, mais il a une équation qui est du premier 
degré, en effet 

a^Ki -f- ... a„ïn-^?o = o 

exprime que le plan 

ar,l, ... -h xj„ -\-i^ = o 

passe par le point fixe a^ ... a„. 

Quand on a l'équation tangentielle o (?, ... $„) o = d'une sur- 
face, pour avoir son équation ordinaire ou cartésienne^ il faut 
chercher l'enveloppe du plan 

(i) aCjÇ, 4- ... x„Ç„ -H Jo = o, (?j, = i), 

sachant que 

Il faut donc éliminer les Ç entre cette équation (i) et 

d;p d9 

"ît" '^i — ^i ••• jc" ~~* •^'» — ^ 
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et on peut remplacer (2) par 

drù 
J_Xo=0. 

de sorte que Ton passe de l'équation tangentielle à l'équation car- 
tésienne, comme on passe de celle dernière à la première, et il 
en résulte que si le degré de Téquation tangentielle est m, celui de 
réquation ordinaire sera m (m — i)", sorle de paradoxe que l'on 
explique en admettant que si Ton appelle classe d'une surface, le 
degré de son équation tangentielle, la surface la plus générale de sa 
classe, n'est pas la plus générale de son degré et vice versa. 

12. Loi de dualité. — Nous avons dit qu'en coordonnées tangen* 
tielles, un plan était déterminé par ses coordonnées, à savoir les 
inverses de ses coordonnées à l'origine. Au contraire, un point est 
représenté par une équation du premier degré. 

dont les coordonnées s'obtiennent en cherchant l'enveloppe du 
plan 

(2) ïio?! 4- ... S„a*„ --r I =0 

ou le point a,, ... a„par lequel il passe en vertu de (i). 

Une équation o (îi ... ?„) = o représente l'enveloppe du plan (i), 
c'est réquation tangentielle d'une surface. 

Deux équations entre ?i,?2 ... î„ à savoir 

(3)- cp,(Ç, ...)=o, 4., (?,...?„)= o 

représenteront encore une enveloppe du plan (i) qui sera une 
surface développable et ainsi de suite. 

Supposons les équations (3) du premier degré et de la forme 

«2|fl H- «22^2 ... -H <i2nin 4" «20 = ^ 

elles expriment que le plan (2) passe par les points ?il, ^i? . . et 

«10 «jo *^'-=^ • 

-^. -^* ... ou parla droite qui unit ces points, on peut donc dire 
«20 «20 

que deux équations du premier degré, représentent une droite ... 
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que p équations du premier degré représentent la partie commune 
k n — p plans. 

Considérons une surface représentée par son équation tangen- 
tiellc 

?(îi, fa '.. Çn) = o; 

ïi. ^2 .•• f» déterminent un plan tangent à cette surface. La figure 
formée des intersections de n — i plans, a pour équations 

h.-ls = I jjz:^:? = -n - ^n 

ç'i ... désignant les coordonnées courantes, et cette variété est satis- 
faite pour J'j = «1, $'j = «4 ... Si Ton veut qu'elle soit contenue 
dans le plan $, ... Ç„ qui touche les surfaces et dans le plan voisin 
$1 -i- djj, ?i 4- d $, ...2 il faudra prendre «^ = Çi. ... a,, = |„ et 
<i, = f?;j. ai = du ... ce qui donnera 

or on a 

en éliminant entre ces équations rf|i, rf|2... on aura une équation 
qui représentera Tensemble des figures contenues dans deux plans 
tangents voisins ; cette équation étant 

(?'.-î.)J-^...(?'„-U3; = 0. 

c'est-à-dire du premier degré, représente un point qui, étant sur 
tous les plans tangents infiniment voisins de Çi ♦.. Ç» ne peut être 
que le point de contact de ce plan. 

La théorie des coordonnées tangentielles, conduit à écrire des 
équations qui peuvent être interprétées de manière à faire corres- 
pondre deux à deux tous les théorèmes de géométrie ou d'analyse, 
car pour nous, l'analyse comprend, ou ne se distingue même pas 
de la géométrie. 

Ce que nous avons appelé point au début de celte étude c'est 
l'ensemble de n nombres qui peuvent représenter des quantités 
arbitraires, donc nous pouvons appeler point un plan défini par 

Laubent. — La Géométrie analytique générale 6 
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ses coordonnées» eii sorte qu'à tout théorème relatif à des coor- 
données ordinaires correspondra un théorème relatif à des coor- 
données tangentielles, pour passer de Tun à Tautre de ces théo- 
rèmes il suffira de permuter dans leurs énoncés les mots plans et 
point, enveloppe et lieu, etc. 

13. Application des principes précédents. — La loi de 

dualité dont il a été question tout à l'heure permet d'énoncer les 
principes suivants : n surfaces dans l'espace à n dimensions et de 
classes çj, q2 ... q,,, ont q^ q^ ... </„, plans tangents communs. Ces 
plans ne peuvent pas, en général, être choisis arbitrairement. 

L'équation générale des surfaces qui admettent les mêmes plans 
tangents communs que les surfaces dont les équations tangentielles 
sont 

<?! = o ... cp„ =o 

est 

>,Oi -f- ... X„o„ = o, 
etc. 



CHAPITRE VII 



LES ESPACES HOMOGÈNES 



1. Coordonnées homogènes. — Soient x», Xi ... Xn les coor- 
données d'un point dans l'espace h n -k- i dimensions. Supposons 
que nous ne considérions que des équations homogènes, une équa- 
tion homogène; 

/(Xq, Xi ... Xn) = O 

peut être envisagée à plusieurs points de vue : 

1° On peut supposer x^ = i» cela se fait souvent, on l'a déjà vu, 
parce que le théorème des fonctions homogènes permet des sim- 
plifications, comme on en verra des exemples. 

2° On peut supposer que a?o, Xi .,, sont les distances d'un point 
à des plans fixes. 

3° On peut supposer que a^'o, Xi ,., sont les distances d'un plan 
à des points fixes. 

4** Enfin on peut donner à x^y Xi ... d'autres interprétations, 
mais nous nous bornerons pour le moment aux deux hypothèses 
qui précèdent, en laissant au lecteur le soin d'explorer la mine 
extrêmement riche dont nous ouvrons l'entrée. 

Considérons donc n -i- i fonctions linéaires de x,, ... xi de la 
forme 

(l) P'q -h p\Xi -+- ... p'nX„ = Xf, 

ou p»i .../>*n sont les cosinus directeurs des normales aux plans 
%i = o, les équations 

Xq = o, Xi = o ... Xj = o ... 
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représenteront nos /i -+- i plans, et Xj. en général, sera la dis- 
tance du point xi ,,. Xn 8LU plan X»- = o. 
Toute équation de la forme 

représentera un plan, si a^ ... a« sont des constantes, pourvu que 
cette formule ne soit pas une identité, ou une impossibilité, ce qui 
peut arriver, et en effet, elle peut s'écrire 

«0 i^iP\ + ^i»P^ + Po) -^ «i (^*»P^ -^- •••) = o 

ou 

^- ^i («oP% -^- «iP% -+- •••) ••• -t- ^»(«oP^ ■+- •••) -^^oP^ -H ... = o 
elle se réduit à une absurdité si Ton a 



(2) 



fa^p\ -^ a,/>'i ... a„p"i =o 

et à une identité, si en outre, 

(3) «oP^-H ...a«P"o==o. 

ce sera une absurdité si posant 



on a 



ôP 



5P 



^P\ 






bp\ 



Il existe d'ailleurs entre les X une relation que Ton obtient en 
éliminant les x entre les équations (i), ce qui donne 



p i...p „. Aq — p 



T=. O 



p^...p»„,x„--p% 

ou 

(4) X,^;^ + ...X„^--P = o. 

et cette formule ^ est l'identité en question. Il en résulte que 
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X^^ -h X*i -4-4.. est susceplible d'un minimum donné par les for- 
mules 

X^dX^ -h ... Xndx„ = o 



d'oii l'on lire 



Y ^* Y Y ^* 



2. Usage den coordonnées homogènes. — En résumé, si les 
plans 

Xq = o. ... Xn = o 

Torment un simplex, dit simplex Aq référence^ toute équation entre 
Xq,... X„ représentera une surface, et sans nuire à la généralité, on 
peut toujours supposer celte équation homogène : car si elle ne 
l'était pas, on la rendrait homogène en multipliant ses termes de 
degrés inférieurs par des puissances convenables de 

qui en vertu de l'équation (4) du § précédent est identiquement 
égale à un. 

Nous poserons une fois pour toutes 

et nous aurons l'id^itité fondamentale 

•a^X-o -+* <JiXi ... -f- <J*„X„'= o 
qu'on appelle quelquefois l'équation du plan de l'infini, (*), parce 

(I) Le premier membre de cette identité est à un facteur près le volume du 
simplex, décomposable en n + i simplex, aj^ant leur sommet commun en 
^o> ^1 ••• ®^ pour bases les bases du simplex de référence. 



i— } • 



i y U.P 
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...; se réduit àayX.,ouà 

i s X entre 
/'V. -^ p\oCi ... =o 



S-> 



[t^Q -h p\Xi ... = 



«/ 



•rfll 



u 


oP 










X— • -t- 


P 


-^ 


o 


«y 


«>Po 








a 


P 




I 




«y 




= 


'^• 





. proportionnels aux distances des sommets du 
• .Lieace au plan ZajXj = o. En sorte que si o^^, 8^ ... 8„ 
"• ' .i.! ces, le plan 2«^X^ = o peuvent aussi s'écrire 

S8,X, = o 

ilion met en évidence une réciprocité entre les propri- 

îi et du point. Si l'on considère les $ comme donnés, 

' omnie variables, l'équation (i) représente un lieu de 

Il plan. Si l'on y regarde les X comme donnés et les ^ 

wiriables, nous pouvons regarder Téquation comme repré- 

(111 point fixe par lequel passent tous les plans (i), quand 

pposc 

28^X^ z= o. 

ayant des valeurs données, et les X' comme coordonnées 
iiites. 
'l'oute relation homogène entre les & peut être censée repré- 
il 1er une surface, en effet si l'on copsidère une équation 

K}^J f[K^l ... 8n) = 

t't le plan 

'0 s8;X, = o 



j 
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que si l*on adjoint h cette équation, celle de n — i plans, les solu- 
tions en a?,... x„, seront infinies. 
Si un plan est représenté par 

«0^0 H- «iXi ...-+- a„Xrt = o 

son équation ordinaire sera 

les coefficients de sa normale seront 

«o/A ■+- «iP*i .... (hp\ + ôiPS %p\ -h aip«n ... 

La condition pour que deux plans 

2a,Xj == o, 2:6iXi = o 
soient rectangulaires sera donc 

{a^p\ 4- a.pS ...) {b^p\ -h 6tp*i ...) ... 
4- (Ofpo^ -H a,p*„ ...) (6opo„ -h 6jP*„ ...) = 

pour qu'ils soient parallèles, il faudra que 

Les plans 2a,Xi = o et 2 («^ -+- <i,) X,- = o sont parallèles, car leurs 
équations ne diffèrent que par un terme constant. 

Cherchons les distances des sommets du simplex de référence 
au plan. 

2 «iXi = o. 
Cette équation équivaut à 

Sa/ {Xip\ 4- Xjip'a ...) = o 

le point où se coupent les plans du simplex de référence, abstrac- 
tion faite de Xy = o, est donné par 

p\Xi 4- p\x^ ... 4- p\ = o, 



il faut tirer a*,... a-n de là pour les porter dans 

I,ai{xip\ 4- x^\ ...). 
et diviser par 
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or, l'expression ^Qj {x^pj^ ...) se réduit à a^X,, ou à 
«y(/>'o + P'>i -+-...) = « 
Il faut donc éliminer les x entre 

/i*o -+-/>*iiPi ... =o 



P^.+ 


/)^tXt ... = 


• 


u 




= o 




p 


I 



ce qui donne 



donc 



les Qj sont donc proportionnels aux distances des sommets du 
sîmplex de référence au plan Sa^X^ == o. En sorte que si 8^,, 8^ ... 8„ 
sont ces distances, le plan Sa^X^ = o peuvent aussi s'écrire 

(i) S8,X, = 

Celte équation met en évidence une réciprocité entre les propri- 
étés du pian et du point. Si l'on considère les à comme donnés, 
et les X comme variables, l'équation (i) représente un lieu de 
points, un plan. Si l'on y regarde les X comme donnés et les c? 
comme variables, nous pouvons regarder Téquation comme repré;- 
sentant un point Gxe par lequel passent tous les plans (i), quand 
on y suppose 

sS^X'y = o. 
les X ayant des valeurs données, et les X' comme coordonnées 
courantes. 

Toute relation homogène entre les & peut être censée repré- 
senter une surface, en effet si l'on considère une équation 

(3) /(â„8. ...8,) = o 

et le plan 

(i) 2 8;X, = o 
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en vertu de la relation (â), le plan enveloppera une surface quî 
pourra être censée représentée par l'équation (2) ; pour avoir Té- 
quation de cette enveloppe, il faudra éliminer les a entre 

/*(!, «i ... a«)==o 

Xq -f 2 Xi^é = o 

et les équations obtenues, en éliminant les da entre 
Xida, -h X„da„ = 0, -^^ da -h J- d^n = O, 

X2<i3t2 -H ^nd^n = O, - ' d-i^ -\- ~i- d%n = O. 
Ô«2 ÔX„ 



a savoir 



"Xj Ô2t X2 ÔX2 "* Xi ô«n' 

ce qui revient à éliminer &i&2 ••• ^»i entre 

28,X^ = O, 

V . ^X Y . i/ XjSj +... X2S2 »»- X^8n . 



'ôs; "^ "* 08, 



et le dernier membre est égal à Xg -{- , en vertu du principe des 

fonctions homogènes. En résumé : l'équation y(<?o> ••• ^ni = o 
représente en coordonnées langentielles, comme l'on dit, la surface 
oblenue en éliminant les d* entre 

( /(8o....8„) = o, 5:8iXi=o. 

Si /est du premier degré, les dernières équations se réduisent à 

X X 

-5r= "T ... les a désignant des constantes, et la méthode ne donne 

rien, ou si lon.veut un point fixe par lequel passe le plan 

SôfX^ = o. 

On a beaucoup étudié le cas où ri = 2, le simplex est alors un 
triangle, le cas où n =-• 3 fournit déjà moins de sujets d'études à 



^ 
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cause de la complication des formules, le cas général a été peu 
exploré, et si nous Tavons signalé c'est surtout pour faire ressortir 
la notion de plan deTinfini. 

3. Théorème de Poinsot. — Nous allons généraliser la notion 
des coordonnées homogènes et nous désignerons par X^, X2 .... 
non plus les distances d'un point à des pls^n^ fijxes, mais ses 
distances normales à des surfaces fixes. Ainsi S,, S2 ... désignant 
des surfaces, pouvant se réduire à de simples points, nous dési- 
gnerons par Xi la longueur de la normale menée du point Xi^Xi.,, 
Xn à la surface S*, et par Oj,, ... a„i les coordonnées du point d'in- 
cidence de cette normale : 
nous poserons 

/(Xh X^... X0 = o; 

cette équation représentera une surface à laquelle nous allons me- 
ner un plan tangent, une normale. 

Si nous appelons cos a,j, cos cca ... les cosinus directeurs de 
la droite X» et cos y,, cos y^ ••• c^u^l de la normale à /= o, nous 
aurons 



on a évidemment 

(.) d/=-^dX, + -|<iX, + . 

mais 

Xi2 = (x^ — auY -t- (x^ — a^i)^ H- ..., 
alors 

XidXi = (xi — aii)idxi — dau) H~ (0^2 — «2t) (dx-i — dosi) .... 
ou 

(3) dXi = ^-L^L^(cfx, — dau) -h "^S^Cc/a:., - da,^ ... ; 

mais dauf da^ . . . sont des déplacements efTectués sur la surface 
S,', -^-57—-**, ... sont les cosinus directeurs de la normale à S*, que 
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nous avons appelés cos aj,, cos a^i ..., donc 



j Xi — an 

««li— Y — -^ -+- ••• = o. 



ou 

dan cos a,i -h da^ cos «jj ... = o» 

et l'on a au lieu de (3) 

dXi = — ^ -*da:, -f- ••.» 

ou 

dXi = cos ai,i/a*i H- cos o^jcfxg 4- ... ; 

(2) devient alors 

d/= cv(cos «11^X1 -h cos a2ic(^2 ...) -H ..•• 

d'où l'on déduit 7:1- • ri" ou 

IVT ^/^ î>/' 

JN cos Yi = -^-- cos ail -H v cos «ig 4- ..-.. 

IN cos Y2 = -V- cos aai -h -v" COS «22 -h •..» 
ÔA4 ÔA2 



Ce qui montre que la longueur N comptée sur la normale cher- 
chée est la résultante des droites 

oXj' SX2*" 

comptées sur les normales X^, Xj ... 

Si Xp X2 sont des distances normales du point a;,, Xi ... Oîn à 
des plans fixes, le plan tangent aura pour équation 

Uj, W2 ... désignant les coordonnées courantes, or 
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réquation du plan tangent devient alors 



ou 



-1 



!^[(.._.,,|i+(«.-..):-^...]4-... = o; 



ôX ôX 
maïs -— * , — — * ... sont les coefficients du plan X. = o, etc. ; 

donc U» désignant ce qui devient X,. pour a?i = «i, a?4 = U2 ... on 
a poqr l'équation cherchée du plan tangent 

et si /est homogène en X, ... X* 

m désignant le degré de Thomogénité, donc enfin 

est la forme de Téquation d*un plan tangent en coordonnées homo- 
gènes. Tout ce qui précède constitue le théorème de Poinsot dont 
le lecteur devine les nombreuses applications : (Tracé de la nor- 
male aux coniques, etc.) 

4. Théorème analogue. — A côté du théorème de Poinsot 
vient se placer un théorème qui a avec lui de grandes analogies et 
que j*ai donné dans les nouvelles annales mathématiques. 

Considérons un plan mobile 

(i) aiXi H- a.^^i ... -h a„x„ -+- a^ = o, (Sa* = o). 

soient è^^è^ *-• ^k les distances normales de ce plan à des surfaces 
Sj, S2 ... pouvant se réduire à des points. {&i est la normale com- 
mune au plan (i) et à la surface Si) si Ton pose 

/(8,. 82...8,) = o, 
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le plan (i) enveloppera une surface. Soient ' ' ' 

les coordonnées du point ou le plan (i) et la droite (?i se rencontrent ; 

«li« ^U ••• «m 

les coordonnées de point ou la surface S^ rencontre la droite &i; 
on aura 

(2) Si^ = (arii — «li)* -4- {Xii — «21? -H .... 
et aussi 

(3) oi = ai^u + a^y-n ... -f- «o. 
L'enveloppe du plan (i) est donnée par 

ixi dai -h ... Xndan -+- da^ = o, 

en différentiant (3) on a 

cloj = a^rfan'H- a.^t^i ... 
-ha^iidai -h ... + t/a^; 

ce qui est écrit sur la première ligne est nul, parce que le dépla- 
cement fXii ,., est normal à la direction a^^ a^ .., donc 

d^i = oLiidai -h ... -f- rftto, 

et la seconde équation (4) donne 

^^^(ajidai -h Viida2 ... + da^) = o. . 

or on a 

Xida^ -h 0:2^02 ... -\' dttQ = o, 
a^da^ H- a2<fa2 ... = o; 

éliminant rfa^ on a 

S^(ai,rfa| -h «21^02 ... — Xida^ -^ x^da^ ...) = o; 
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en éliminant dan et en égalant à zéro les coefficients des autres da,, 



on a 



donc 



ai Ci 



et le point ou le plan mobile touche son enveloppe, est le centre 
de gravité de masses -^ , ^ 
aux surfaces S» sur le plan. 



de gravité de masses-^ , g/ ... placées aux pieds des normales 



^ 



CHAPITRE VIll 



SURFACES DU SECOND DEGRÉ 



1. Centres. — Soit F = o l'équation d'une surface du second 
degré, nous pouvons supposer «t; = «;i et poser 

n 
F — IttijXiXj -+- 2a^iXi -h ... ^a^n^n H- «00» 
I 

et si Ton rend F homogène par Tintroduction d'une variable fictive 

Xq= l 

n 

V =zl:iijXiXj, 
o 

Nous poserons une fois pour toutes 

n 

f= ^VijXiXj 

I 

c'est la partie homogène et du second degré de F. 
Transformons les coordonnés et posons 

a^i = a, -f- Ji ... x„ = a„ -h $„ 

«jt «2 - «n désignant les coordonnées de la nouvelle origine et Ji, ^.> 
... les nouvelles coordonnées courantes, l'équation F = o deviendra 

F(îi -+- «,, So -^-«2 ...) = o, 



on 



FK...«,.)-t-(5.f^...-.5„^J-^/a....W = o. 
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On peut en général disposer de «i. a^ ... «„ de manière à satisfaire 
aux équations 

qui peuvent aussi s'écrire 

(l bis) a,iai H- 01202 .- 4- «ina« + ^oi == o, ... 

supposons d'abord les équations (i) ou (i bis) compatibles, on en 
déduira un et un seul système de valeurs des a, et Téquation de la 
surface prendra la forme 

(2) /(;, ... W4-F(a, ...n„) = o 

alors à tout point 5i ... $« de la surface, correspondra un autre point 
— 5i. — Î2 ..• — \n également situé sur la surface, en sorte que la 
nouvelle origine partagera en deux parties égales toute corde qui 
le traversera. Le point ai, a.i ... a„ est ce que Ton appelle un centre 
et Ton peut dire qu'en* général, les surfaces du second degré ont 
un centre et un seul. 
Quand le déterminant 

A = 2 it: aH«22 .•• «lin 

sera nul, on ne pourra plus en général satisfaire aux équations (i) 
ou (1 bis) et on ne pourra plus en général ramener Téquation de 
la surface à la forme simple (2). Si enfin les équations (i) sont in- 
déterminées, il y aura une infinité de centres situées sur des varié- 
tés du premier degré et l'équation de la surface pourra d'une infi- 
nité de manières se ramener à la forme ('j). 

2. Diamétraux. — Conservons les notations du § précédent 
et cherchons le heu des milieux des cordes parallèles à une direc- 
tion donnée par ses cosinus directeurs vi ... V;» soient 

(i) a^i = |ii -h Vj/, ... x„ = fi„-+- v„< 

les équations d'une droite parallèle à la direction vj ... v„ ; pour 
avoir ses intersections avec la surface F = o, on éliminera les x 
entre F =r o et (i) ce qui donnera 

F (Fi -^ ^'i^ ^2 + V2/, ...) = o 
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OU : . 

(a) F(,... ... K„) + ' (Ijv. 4 ... ^^v„) + <yK - v„) = o; 

Equation du second degré en t, en portant les valeurs de t qui sa- 
tisfont à cette équation dans (i) on en déduirait deux systèmes de 
valeurs pouraîi ... «?«, ce qui montre que toute droite rencontre 
une surface du second degré en deux points (du moins en général) 
or Téquation (2) fait connaître les distances / du point Ki ••• Pn aux 
points d'intersection de la droite (1) avec la surface; si Ton veut, 
que le point fx ... fin soit le milieu de l'intervalle qui sépare les 
points d'intersection en question, il faudra que Téquation (2) ait 
deux racines en / égales et de signes contraires, ou que 

c'est en regardant pi ... ji,, comme des coordonnées courantes, Téqua^' 
tion du lieu des milieux des cordes parallèles à la direction vj, vj 
... v„. Cette équation étant du preniier degré représente un plan ^ 
Ainsi le lieu des milieux d'une corde parallèle à une direction 
donnée est pour une surface du second degré un plan, auquel on 
donne le nom de/) /an diamétral conjugué de la direction donnée. 
L'équation du plan diamétral (3) que nous écrirons 

en remplaçant [in 1^2 .-• par x,, 0:2, est satisfait pour 

5F 5F 

-- = o, ... — = 0; 

5X, iXXn ' 

ce qui montre que les plans diamétraux passent par le centre quand 
il y en a un. L'équation (/|) peut aussi s'écrire 





. 2(1^ 


elle est illusoire quand on a à la fois 




<^-vi 5v,, 


^=^ 



'N> 
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OU 

flil^l H- ••• at»^n = o. ... 

c*est-à-dire que cette particularité ne peut se présenter que si 
A = o, elle peut être indéterminée, si l'on a en outre 

«oi^i -»-••• V^« = o- 
Lorsque les équations (5) ont lieu, on a aussi 

et les droites de direction V|. v^ .,., en vertu de (2), rencontrent la 
surface en un seul point h distance finie, et en un autre situé à 
l'infini, alors en posant la relation (2) au lieu d'un plan diamétral 
proprement dit, on a le lieu des droites parallèles à la direction vi, V2 
. . . qui rencontrent la surface en deux points à l'infini, les droites 
qui rencontrent la surface en un point à l'infini sont dites asympto- 
tiques. 

3. Plans principaux. — Un plan principal est un plan diamé- 
tral perpendiculaire à ses cordes conjuguées. Si le plan diamétral 
(S précédent for. (5)) 

(^^ ^'ï{, '^ - "^ ^'•^i "^ ^""^c '" ~^ ^''*"''" ^ ^' 

est principal, on doit avoir 

ces équations déterminent les v, et pour les calculer, on égalera la 
suite de rapports précédents à 2 5 ce qui donnera 

ou en divisant par 2 et en remplaçant les dérivées par leurs dévelop- 
pements 

(3) 

( a,iivi 4- a„2^2 4- ... («nn — s)v„ =^0, 
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\)^ 



LA «Ci 



.4.^.hi.inQn GCfOUJLK 



et en élîminant les > 



('.) 



», a,i 



"■' *t3 



fl»2i ^ t -— ^^jl 



== o on S = o. 



<»na 



«im — « I 



de la on tirera jt, et les équations (3) poar chaque Talenr de s feront 
connaître on svâtème de valeurs de '>i, *± ... v, ; les v mue fois con— 
nos, réqoation (i) donnera autant de plans principaux que de va- 
leurs de g, réqoation i ^ ) étant de degré a,, il y aura n plans prin- 
cipaux et n directions principales n, ^*^ ... *«.. 
v« entre ks équations 



En éliminant v^. *> 



et (i) on 



'l-nL -L^J. 



•',^v, 



•'h'^'i. 



J^/ 



5/ .>/ 



*-^l û^± ^J^n 



on aura une équation du degré n qui représentera à la fois les n 
plans principaux. 

On peut faire celte élimination comme il suit : à Taide de (7y)^ 
(i) devient 



ou 



(6) 






Vf-'^/. ... "S) 



nouvel le équation du premier degré en Vi, V2 .., dans laquelle on 
peut encore remplacer Vi, V2 par ^ , -;^ ce qui donne 






ou en ordonnant par rapport aux v 

(7) 



rv,J-iv-.-.o. 



1 
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et ainsi de suite, les équations (5), (6), (7), .,. peuvent s'écrire : 



(8) 



en posant 



-4^=». 



£vi 






Z. 'f. ... 



. _ ^K^i ■■■) ^ _ -V^r» •• •) , - ^/(^. • • •) 



î*a?i 



^Yi 



^2i 



eji éliminant alors les v entre (8), on a l'équation des plans prin- 
cipaux 



*/ 


»/ 


.'V 


fa;, 


fo-, • 


'"a-n 


'_l 


>>/ 


«/ 


^v. 


ft/j 


• 



4. Propriétés des plans principaux. — L'équation (4) est 
toujours du degré /i, car le coefficient de .ç** est l'unilé, mais elle 
peut avoir des racines multiples, ce qui peut faire disparaître des 
directions principales, et par suite, des plans principaux. En 
second lieu les équations (3) peuvent être indéterminées ; pour 
certaines valeurs de 5, certaines directions principales peuvent donc 
être indéterminées. Enfin certaines directions principales peuvent 
être asymptotiques et le plan principal correspondant peut être 
rejeté à l'infini ou être indéterminé, mais cela ne pourra avoir 
lieu que si le déterminant 

Il ••• ^in 



dernier terme de l'équation en s ou discriminant de /est nul. 

Supposons les équations (3) indéterminées, je dis que l'équation 
S = G aura une racine multiple, et réciproquement. 

En effet les équations (5) se réduisent ordinairement an — i 
distinctes, puisque leur déterminant est nul et alors elles donnent 
en général les rapports Vi : y* : V3 ... sans ambiguïté. 
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Si elles se réduisent an — 2 distincts, les mineurs 

ôS ôS 

(OU Ton écrit au lieu de J 

sont nuls et Ton a 

dS ^ àS dxij ^ 

-g- = I, j-=i = o, 

as ôotjy as 

ou 

ôS 

aT = ^^ 

si elles se réduisent an — 3 distinctes, on a 
et 



= .... 



ou 



d*S ^ ^ ô«S d^ij dni 
ds* à^ijboiifi ds ds 



S? =^ o, etc. 



Donc, si les équations (5) se réduisent an — 2,n — 3,n — 4, 
l'équation S = o aura une racine double, triple, quadruple, etc. 
Réciproquement on a en sapposanl les olij réels, 

= CI- ('11 — «)-+- rr- «i2 H- ... r-- «1». 
ôS ôS , , S5 



et en différentianl par rapport à s 

(o) ^ / ôS \' / aS \' . , ôS 
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multiplions la première de ces équations par —, la seconde par 
~ , la suivante par — — et ajoutons en observant que 

nous aurons 

ce qui montre que si S == o, S' = o, on aura 

Or en supposant les a^^ réels (ce que nous ferons à Tavenir) 
on a 



hS _ ôS 

et on verrait de même que 



ô«ii ^' ôï,2 °*"' 



ce 



Si S = O a une racine triple, en vertu de (lo), on voit que 

:^— = o a une racine double ; car S' ;^ — et S (— -) ont un facteur 

du 3* degré, donc en ôlant un facteur du second degré dans 

£ (— j , les (r— ) seront encore nuls après la suppression de < 

facteur. 
Or on a 

S ^^S — i^ iï§. _ ^S dS , 

le second membre a un facteur quadruple qui est triple pour S, donc 

il appartient a . , et ainsi de suite. 

A deux racines distinctes de Véqaation S = o, correspondent deux 
directions Vi, V2 ... 'Jn principales rectangulaires. 

En effet supposons que pour s ^= s' on ait Vi = v'i ... et pour 
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5 ==: *' on ait Vi = v'\ ... les équations (2) donneront 

OV i . ÔV 2 

on en déduit 

{•■■ s( + ■■. s^ •••) - (•■• s^ + •■• s( ■■) = '<•■ - •■> -'''■■• 

or le premier membre est nul ; donc 
et si s est différent de / 

v',v\ -h vVî ... =0, 

ce qui prouve que les directions v\. v'2 et v"j, v'a ... sont rectangu- 
laires c. q. f. d. 

Il en résulte que si les a/> sont réels, F équation S = o a toutes ses 
racines réelles. 

En effet si elle avait des racines imaginaires, elle en aurait au 
moins deux s' et / conjugués, et en supposant 2v/* = i, Sv/'^ = i, 
y\ et v^i seraient des imaginaires conjugués v'2 et v\ aussi, et 
réquation v^v", h- vVA .•• = o exprimerait que la somme des 
carrés des modules de v'i, v'^ ... est nulle, ce qui est absurde, 
puisque 

Posons maintenant 

( ^1 = v',Xi -+- v^Xa -h ..., 
(10) 1 œ^ = v'^Xi -4- ^\X^ H- ..., 

les v' désignant les valeurs des v pour s = s', ... s', s" ,,. désignant 
les racines de S =0. Nous aurons 

/(^i, ^i ...) = /'(v^Xl -+. v'^.x, ..., v\Xi 4- v%x2 -+- ) 

le coefficient de X^i dans le second membre sera 
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OU en vertu de (a) et de 2v/^r= i, 

/(v\,v\ ...) = *'. 

Le coefficient de X% serait /, etc. Le coefficient de XtX^ sera 

^'' iJ\ + ''* ^Ji - = "*'(^''^'' + ''*''* -r °' 

etc., donc enfin on aura 

/(xt, X, ...) = «'X«i -+- «'X% -4- ... 

et / se réduira à une somme de n carrés au plus, je dis au plus, 
parce que S = o pourra avoir des racines nulles. 

Ce que nous venons de dire semble en défaut quand Téquation 
S = o a des racines égales, mais si alors par exemple S = o a 
une racine double, une direction principal V| ... V2 ... loin de dispa- 
raître, se trouve remplacée par une infinité d'autres, parmi les- 
quelles on en choisira deux qui soient rectangulaires. Une obser- 
vation analogue pourrait être faite si S - - o avait une racine triple 
ou quadruple. 

Si réquation S = o a des racines multiples, il y aura une infinité 
de systèmes de directions v^, v.2 ... v^ ... permettant de remplacer / 
par une somme de carrés. 

Ce que nous venons de dire suppose les a^y réels, cependant une 
grande partie de nos conclusions s'appliqueraient encore si les a,y 
étaient imaginaires, mais si Téquatioh S = o avait une racine 
multiple, on ne pourrait plus en conclure qu'il existe n directions 
principales rectangulaires^ de sorte que nos simplifications ne pour- 
raient plus s'appliquer à certaines surfaces singulières h coefficients 
imaginaires. 

5. Décomposition en carrés, classification des surlaces du 
second degré. — Si dans l'équation du second degré 

F {x\. Xi •.' x„) = o 

on effectue la substitution (lo), la partie homogène prend, comme 
on Ta vu, la forme s'X^^ -+- «"X^ ... et alors l'équation précédente 
devient 

s'X\ -h s'X^ ... + aAjX^ 4- ... -h aAnX„ -+- 13 = o 
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les A elles B désignant des constantes. Si Ton fait encore 

Xl = Si -t- ^l* Xj -+- Ç2 -h «j, ... 

eMe devient de nouveau 

s\\ H- sT -h ... H- aîi («'a, + Aj) ~h ... 
-+- sV| H- sV, ... H- 2Aiai -h aAja^ ...-+- B = o 

si s',s" ... sont tous différents de o. On peut disposer de ai,a^... de 
manière à annuler les coefficients de ç^îj..» En général si s' n'est 
pas nul, on pourra poser 

«'ai -+- Al := o 

on en déiuira la valeur à donner à ai pour faire disparaître ^i. 

1° Si réquation S = on'a pas de racines nulles, une transfor- 
mation de coordonnées ramène Téquation de la surface à la 
forme 

«'5S -H /;% -h ... = H 

H désignant une constante. 

2** Si s' =so on ne peut plus faire disparaître le terme en Ji^ 
mais le terme en 5*1 a disparu, et Ton peut essayer de faire dispa- 
raître le terme constant 

«V, H- «Vi ... 4- aAiflj -+- aAjfl, 4- ... -h B, 
qui dans Thypothèse s' = o se réduit a 

s"a\ ... -h 3Aiai ... 4- B 

et qui pourra être annulé si Ai n'est pas nul. Si Ai est nul, nous 
rentrons dans le cas examiné tout à l'heure, il en résulte que si 
quelque racine de l'équation S = o est nulle, l'équation de la 
surface peut être ramenée à la forme 

sVi -f- ASS ... 4- JhU 4- a<â$? ... = o 

ou les £ qui entrent au premier degré, n'entrent pas au second 
et vice versa. 

J'appellerai (ce qui n'est pas tout à fait conforme à l'usage] 
surface de première classe, celles dont l'équation peut être ramenée 
à la forme 

qui ne contient pas de termes du premier degré en Çi,^^ .... 
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Parmi ces surfaces, il convient de distinguer 

i** Celles pour lesquelles un certain nombre de carrés manquent, 
nous les appellerons surfaces singulières de première, de seconde 
espèce, suivant qu'il manquera i, 2... carrés, ces surfaces singu- 
lières sont des cylindres, car leur équation ne dépend que don — i , 
n — 2, ,.. fonctions linéaires. Quand H = o, la surface a pour 
premier membre une fonction homogène de fonctions linéaires, 
e'est un cône. Nous remarquons les deux formes singulières 

La première représente deux plans, et la seconde, deux plans 
parallèles, confondus si H = o, 

2^ Si la surface est réductible k une forme qui contient des 
termes du premier degré, elle sera de seconde classe, elle repré- 
sentera un cylindre dans un grand nombre de cas ; il suffit pour 
cela qu'une des quantités s ou ^soit nulle, si tous les s étaient nuls 
(ce qui ne se présentera pas), on aurait un plan. Nous ne parlons 
pas du cas où les t seraient tous nuls, il a été examiné. 

De cette discussion, il résulte, que l équation du second degré 
peut représenter des cônes, des cylindres, des plans. 

i* Pour qu'une équation du second degré représente un cône, 
il faut que dans son équation réduite H = o. Or H est le discri- 
minant ou hessien de la forme réduite, si Ton observe que dans 
un changement de variable, le hessien d'une fonction après le 
changement se trouve multiplié par le carré du déterminant de la 
substitution, nous voyons que, comme nous n'avons effectué, que 
des substitutions orthogonales de déterminant =i= i, H est le dis- 
criminant de la forme primitive, comme de la forme réduite, donc 
pour que t équation du 2^ degré représente un cône, il faut et il 
suffit que son discriminant soit nul. 

Si oijûj... sont les coordonnées du centre de la surface F = o, 
quand on a rapporté la surface à son centre, son équation devient 
/ + F (ai. a^...) = o et H = F{a,,,..) ; or 

„, X ôF ôF 

2F(«,...a„)^~ai...+^-^-a:o, 

Xq désignant une variable fictive égale à i et rendant F homogène. 



io6 LA GÉOMÉTRIE ANALTTIQLE GÉNÉRALE 

mais — ... étant nuls, on a 

F(a....a,)=H = i^^^, 

formule souvent commode pour calculer H. 

Pour que la surface soit un cylindre, il faut qu'une racine de 
réquation S = o soit nulle, ce qui exige que le discriminant A de 
la partie homogène /de F soit nulle, mais cela ne suffit pas, parce 
que si A == o, la surface peut aussi être de seconde classe, il faut 
que F ne dépende que de n — i variables, et cela suffit, or ren- 
dons F homogène, formons l'équation en s relative à cette fonc- 
tion rendue homogène, elle sera du degré n + ly et la forme 
réduite de F ne devra contenir que n carrés ; le discriminant de F 
devra donc être nul, ce discriminant est H, donc H =o, A = o 
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que F = o repré- 
sente un cylindre. 

Si l'on change de notation et si l'on pose 



F = 2: 



^ijXiXj 



la variable ar^ rendant F homogène, se trouvant parmi les x^, on 
aura H = S dz «„ ... «^o et A = g^ . Or 



*00 



H 






^ ôH ôH / 1 



00 ^*PP \^^0P 



si donc H = o, A = o, il reste 



== o 



de sorte que si la surface F = o est cylindrique, H et ses nxineurs 
seront nuls, mais cela fait trop de conditions (voir § 6)- 

Pour que F == o représente deux plans, c'est-à-dire un produit 
de facteurs ou une somme de deux carrés, il faudra que H = o et 
que toutes les racines S = o, sauf deux soient nulles, A et tous 
SCS mineurs^ sauf ceux du 3"" degré devront être nuls. 

Pour que F = o représente deux plans parallèles, il faudra que 
toutes les racines de S = o soient nulles sauf une, donc A devra 
être nul ainsi que ses mineurs jusqu'au second degré. 
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Pour que F=o représente deux plans confondus, il faudra 
que F soit un carré, donc H et tous ses mineurs jusqu'à ceux du 
second degré devront être nuls. 

Pour qu'une surface du second degré F = o contienne une 
droite 

x^ = x\ + Ojp, x^ = x\ 4- a^o .... 

il faut que 

F(x', -h a,p, x'^ -4- Oj p ...) = o, 
ou que 

F(^,. X', ...) -+- p (a. ^ + «, ^^ ... ) + p7(a, ... a„) = o. 
ce qui exige que 

Y{x\ ...) == o. a,^^ -*" ^^ i; - -"= ^' M - «») == ^• 

si le point x\ ... x'n est sur la surface, les deux dernières équa- 
tions fourniront des valeurs pour les a. Il y a donc une infinité de 
droites passant par un point de la surface, comme en éliminant 
les a on a 

(^1 — ^\) ^^ - [Xn — X'n] ^ = o. f{x, — X\ ...) =1 O. 

on reconnaît que les droites sont à l'intersection : i* du plan tan- 
gent en x'i, x\ ... 2* du cône/(a?j — x\, ...) = o et de la surface. 
Il n'y a que deux droites passant en x^^, x'^.,. 

6. Remarques. — Nous venons de voir que la fonction homo- 
gène/= oiijXiXj à n variables pouvait être décomposée en n carrés, 
•cette décomposition peut évidemment se faire d'une infinité de 
manières, il y a plus, la fonction non homogène F peut se décom- 
poser d'une infinité de manières en n-h i carrés et ces deux théo- 
rèmes n'en font qu'un si, supposant Xq= i, 

n 
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1° La décomposition de "V difCiXj en n carrés peut se faire d'une 
I 
infinité de manières, puisque si l'on pose 

ridentification des deux membres fournira — ^ équations 

entre les n^ quantités aij qui seront par suite indéterminées ; 

2* On peut effectuer la décomposition en carrés comme il suit, 
sans qu'il soit nécessaire de résoudre une équation d'ordre supé- 
rieur ; on ordonnera /suivant les puissances de x^y ce qui donnera 

/==Ax2 -4-3 6x4- G 

. / , aB C\ 

. Vf B\2 G BH 

/ B\2 B2 — AG 

= A(a.4.j) ^— . 

— j — est un polynôme du second degré en x^, ... a?„, A. { a? 4- j / 
est un carré, en procédant sur — -r comme sur / on en 

extraira encore un carré et il restera un polynôme en X3, ... cc„ 
que Ton traitera de la même façon, jusqu'à ce qu'il ne reste plus 
qu'un monôme qui sera nécessairement un carré. 

On ne sera arrêté dans ce travail que si l'un des polynômes à 
décomposer ne renfermait que des rectangles des variables et pas 
de terme tel que x^u voici alors comment on procéderait, soit 

/ = JlilijXiXj ou OLii = o, 

on posera 

le produit qui précède £ contient tous les termes qui dépendent 
de Xi et Xi, en sorte que s que l'on obtiendra en faisant la diffé- 
rence 

«12 
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ne contiendra plus que x^, x^ ... x»; c'est d'ailleurs un polynôme 
du second degré qui, en général, contiendra des termes en a?*,, a?*^ . . . 
que l'on décomposera comme plus haut, d'ailleurs si l'on pose 

*11^2 ■+"••• ^in^n = X. 

«jjOCj -f- ... aî„x„ = Y, 

on aura 

/Xh-Y\» /X — Y\« 



XY 



-i^^ï-i^r 



et Ton voit que l'on pourra toujours décomposer/ en n carrés posi- 
tifs^ négatifs ou nuls, en appelant ainsi des carrés précédés de 
coefficients positifs, négatifs ou nuls. 

De quelque manière qu'on s'y prenne pour décomposer f en 
n carrés, on trouve toujours le même nombre de carrés positifs, 
négatifs ou nuls. 

Pour que le théorème soit exact, il faut que tous les carrés 
soient indépendants, c'est-à-dire que la racine de l'un d'eux ne soit 
pas fonction linéaire des racines des autres. 

Supposons en eflfet que X, ... X^ et Yj, ... Y, étant des fonctions 
linéaires de a?,, a?2 ... Xn on puisse avoir 
(1) A^X^ ... -^ A^X% = B J,2 ^ ... B,Y% 

qr > p ; les X étant indépendants ainsi que les Y, nous pourrons 
exprimer a?, ... x^ en fonction des X et porter leurs valeurs 
dans les Y qui deviendront fonctions de Xi ,.. X^ x^^i Xn, en 
différentiant alors par rapport à a^^^+i, on trouvera une relation 
linéaire entre les Y"^ ce qui est contraire à nos hypothèses, donc 
p = q. 

Supposons alors Aj ... Âr positifs, Bj^ B^ ... B« négatifs, les 
autres A négatifs, les autres B positifs, s'il n'y a pas autant d'A 
que de B positifs, alors r -f- 5 ne sera pas égal à /) et on peut sup- 
poser r -h s <ip. Posons alors 

(3) X^ = X, ... = Xr = Y, = ... = Y, = o, 

et tirons a?| ... Xr 4. , de là pour les porter dans (i), celte formule 
sera absurde, le premier membre étant négatif, le second positif, à 
moins que 

Y, 1.1 = 0, ... Yy = 
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OU que 

Xp-i-i = O ... Xp == O, 

ces équations seraient des conséquences de (2), il y aurait les rela- 
tions entre les X ou entre les Y. 

Ces remarques permettent dé compléter ce que nous avons dit 
plus haut au sujet des surfaces singulières. Pour que/ soit un carre 
il faut et il suffit qu'après avoir fait la décomposition par la mé- 
thode précédente, n — i carrés soient nuls, nous pouvons choisir 
les derniers, qui renferment : le dernier un coefficient, Tavant- 
dernier deux, ctc,, donc pour annuler n — i carrés il faudra annu- 
ler I 4-2 ... -^ n — I ou ^ coefficients, ce qui donne 

— ^^ conditions distinctes pour qu'un polynôme homogène à 

n variables ou non homogène h n — i variables soit un carré. 
Pour que / soit un produit de 2 facteurs ou une somme de 

2 carrés, il faut i -f- 3 ... -4- n — i = -^ conditions, 

elc,, etc. 



2 



7. Plans tangents, plans polaires. — Considérons la surface 
du second degré 

fz= i:%ijX;Xj + 2 (aoiO-, ... -f- ao»^«) + «00 = o 

dans l'espace à n dimensions, le plan tangent a pour équation 

(.) /.(X,-a;.)+.../„(X„-x„) = o: 

en posant 

Nous introduirons une variable fictive a?o = i et alors nous 
écrirons 

i = nj = n 
i = oj = o 

l'cquatlon (i) prendra alors successivement les formes 
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et en vertu du théorème des fonctions homogènes, comme 

et comme x^ = Xq = i, on aura en ajoutant ces équations 

(2) Xo/o + XJ, ... -h X„/. = 0. 

Si l'on demande de mener par le point zq, z^ ... z„ un plan lan- 
gent à la surface, Téqualion précédente devra avoir lieu pour 
Xq = Zq, X| = z, ... et le point de cohlact sera déterminé par Téqna- 
tion 

d'ailleurs 

/(a-Q. a:, ...x„) = o. 

Il y aura donc une infinité de solutions situées à l'intersection 
de la surface et du plan représenté par (2) dont on peut aussi écrire 
l'équation 

Le plan (2) est ce que Ton appelle le plan polaire du point z^. 2, 
... 2/„ et ce point est dit le pôle du plan (2). 

Il est intéressant de chercher les points qui ont le même plan 
polaire par rapport à deux surfaces du second degré 

Pour cela il faut identifier les deux équations 

-0/0 -+-Z,/, ... -f-z„/„ = o, 

dans lesquelles on peut supposer que les z sont les coordonnées cou- 
rantes et Xq, x^ ... les coordonnées d'un pôle, alors on a pour déter- 
miner ce pôle (ou ces pôles) les équations 

i/o Ol. iJn* 

ou en posant ces rapports égaux à 1 

(i) /o — g^,l =^ G, ... /« — X(/„ ^r- Q. ; 
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oa en supposant 



(«y 

on en tire 
ou 



«•• — ^^P#. -• «•■ — ^^P*t 



^Plt ••• *l" ''?!« 



= o. 



A = o. 



Equation du degré n + i d'où Ton lire n+i valeurs qui, portées 
dans i) donnent n+ i équations qui se réduisent à /i, et font 
connaître n -h i pôles communs aux surfaces /= 0,^ = 0. 

Nous ferons observer tout d'abord que si l'un des discriminants 
S ± aoo"ii •••» ^ — P*oPii -•• ^** '*"'• ^^ surface correspondante est 
un cône et le pôle correspondant à la racine nulle est le centre de 
Tautre surface. 

Si les équations (i) ou (i)' sont indéterminées c'est-à-dire si les 
mineurs de A sont nuls, on a 

dx 



= —2 



ôA 



et l'équation en X a une racine double ; elle aurait une racine triple 
si tous les mineurs du second ordre de X étaient nuls etc., on a en 

appelant x^, x. ... les mineurs — ><. , ..• 

(X = x, («,, — Xp^,) ... -4- a-„(a^„ — 1%^) . 
] o = Xo(a,o — *^Pio) '" -h x„ (aj„ — Xj») , 



et en différentiant par rapport à X 

; o = ^'o('.. — ^?,») - - + a;'„(»,„ — Xp,„) 
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muUipliant ces formules par x^, a-^, ... et ajoutant on a 

Si Téquation A = o a une racine double on a 

et les Xi dans cette formule ont les mêmes valeurs que dans (i) et 
(i)' car les mineurs de A sont, en vertu de ces équations» propor- 
tionnels aux X. 

Ainsi les équations (i) que Ton peut écrire 

9o f%"' 9n g' 
en vertu du théorème des fonctions homogènes, montrent que, un 
pôle est sur la suiface ^ = o, et par suite en vertu des formules 
précédentes, sur la surface /r= o; de la proportionnalité des/ et 
des gTi, on conclut que les surfaces ont même plan tangent en leur 
pôle commun et ce plan est le plan polaire correspondant. 

Proposons-nous maintenant de trouver une substitution linéaire 

Xq = ^00 "^ ^01 1 ••• ' ^0»'^'»» 



qui réduise, si c'est possible, à la fois les formes Sa^^x^xy = / et 
l^^ijXiXj = gh des sommes de carrés. On devra avoir à la fois pour 

/(^oo^o -*- CoiXj ..., Ci^X^ -+- c„Xj ...) 
et 

Sr(CooXo -H Co,X, .... CjçX^ -h CjjXj ...) 
des sommes de carrés en X^, X, ... En d'autres termes il faudra 
que 

5^0(^00» <^io -O^^oi -+- giipoo^ ^io -O^^ii ••• = O» 
puis 

/(^oo'^io -O^^oa-^ =0, 

S^Ko» C|0 --Os» -+- = 0» 

elc... 

LàUKERT. -~ Li Giomôtrie analytique générale S 
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CCS équations donnent évidemment 

9o 9i " 9n 

Non seulement pour Xq =: coj. iP,.= Cç, ... mais encore pour 
x^ == c^^, aîj = Cji, ... etc. Ce qui montre que les Cy sont les sys- 
tèmes de valeurs de x^, a?, ... obtenues tout à Theure pour les points- 
ayant les mêmes plans polaires par rapport aux deux surfaces/ = o> 
g = o. Les coefficients des carrés des deux formes réduites seront :. 

/"(cjo. c,o ...) et 5r(coo» '")K etc. 

alors si Tune des formes est 

A,X\ -f- ... A„X^. 

Tautre sera 

Les équations des deux surfaces pourront donc s'écrire 

sAfX^ = o. Ili^.iX\ = o. 

et Xi sera la distance du point Xq, a?i ... au plan Ci^x^ -+- c^x^ ... = o^ 
à un facteur constant près. 

Diamètres. — Considérons une surface du second degré 
(i) ¥ {x^,x^ ... x„)=o 

coupons-la par un plan 

(a) \Xi -+- \X^ ...-+- In^rr -h \ = O 

on obtiendra une variété h n — 2 dimensions 

( \^i -t- ••• ^0 = ° 
formée d'un cylindre et d'un plan. Ce cylindre a un lieu de centre» 

^x^ ix„ \ ij 
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qui rencontre le plan (2) en un point qui partage en deux parties 
égales les cordes de la variété (3), le lieu de ces points quand on 
fait varier Xq s'obtient en éliminant "k^ entre (2) et (4), ce qui donne 

1 ôF 2_àF j_ ôF 

ce sont ks équations d*une droite, qui passe par le centre quand il 
y en a un. Dans )» cts ou la surface a pour équation 

\ix\ 4-... A^i,= IÏ 



elle devient 








A.ar, _ 
^1 


An 


Elle admet pour 


diamétral conjugué 






l^x^ H- ... X„a 


'n = < 



on lui donne le nom de diamètre conjugé du plan 

Xjori ... -+- X„ar„ = o. 

Considérons n plans 

fa^^x^ H- ... a,„a7„ -f-6jr=o, 
(5) 

\ «nl^îj -h .. . dnn^n -h 6» = O. 

Si l'intersection de n — i d'entre eux est une droite conjuguée 
du n^, quel que soit l'ordre dans lequel on considère ces plans, on 
dit que ces plans forment des plans conjugués. S'ils passent par 
le centre, ce sont des plans diamétraux conjugués; enfin leurs 
droites d'intersection sont des diamètres conjugués, les cordes cor- 
respondantes aux diamètres conjugués sont les longueurs de ces 
diamètres. 

Cherchons la condition pour que les plans (5) soient conjugués : 
Considérons la droite intersection des n — i derniers plans (5) 
h savoir (en négligeant les b) 
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en posant 

A = 2 zhaiifljj ... a„«. 

le diamétral conjugué de cette droite est 

il est parallèle au plan 

ôF ôA 



.. = o 



ou, en posant F = l.oLijXiXj 



(*U^l -^ «12^2 -) ^ -4- ...=o 



ou 



pour que ce plan soit parallèle au premier plan (5), il faut que 







+ ' 


i,H. 


... «„ 


ôA 






«1 


1 




«u 


si la surface 


a la forme 








(6) 




A. 


x\+. 


.. A^«„ : 


= H. 


OD a 
















A, 




A *^ 





ou 

î)A , Oj^ ôA . a, 8 

cajj • A^ ~M^^ ' Aj '*' 

on en déduit en multij)liant ces rapports haut et bas respective- 
ment par flji, a„ ... et en ajoutant 

I 1 
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et en .général pour que les plans (5) soient conjugués 



Supposons, ce qui est permis, les 6 égaux à zéro. On sait que 
s a^j sont proporli( 
peuvent aussi s'écrire 



les a^j sont proportionnels aux - — en sorte que les relations (7) 



^ ôA ôA I 

S 4- = o. 

et les équations des diamètres conjugués seront 

au an ^' 

les p de leurs points d'intersection avec la surface seront donnés 
par la formule 

/o\ a\i a^i2 I 

et Ton aura pour les coordonnées de Texlrémité du diamètre pi 

^i-aa.^A^ ^ A7-7 

Les formules (7) et (8) son* celle» qui définissent une substitu- 

* ' aij i 

lion orthogonale, si Ton poseCiy= ":== p». on aura donc 

Al -h Aj ... -i- A„ = p»i -+- pS ... -h pV 

Les axes d'une surface de second degré sont les diamètres conju- 
gués des plans principaux. Si donc Vi, v^ ... est une direction 
principale, les équations d'un axe seront 

(8) 1^=...!^; 

or on a pour déterminer v,, v^ ... 

(o) . ±-^ = 1-»/ =1^ 
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pour avoir les axes, il suffira donc d'éliminer les v entre ces équa- 
tions et (8) ce qui donnera 






s: — jW' — = '*"■ 



Si la surface était rapportée à son centre, les axes seraient les 
droites 

^i ^1 . ^» 

et si les v étaient inconnus, on aurait les équations des axes en éli- 
minant les V entre ces équations et (9}, ce qui donnerait 

-L -^/ = -L _^/ = . . 

x^ ôx, Xj dX2 

Disons enfin que les sommets d*une surface de second degré 
sont les points réels ou imaginaires où la surface rencontre ses 
axes. 

10. Sur les substitutions linéaires qui laissent une fonc- 
tion homogène du second degré invariante. — Considérons 
les formules 

!7l —^i= Cii/i H- C^Ji ... -h C,„/n, 
...-...' . ... . 
y» — ^n = Cnifi 4- 0^2/2 ... + Cnnfn» 

dans lesquelles on suppose 

Oij = — Cji, Cu = o, 

les a et les c désignant des quantités indépendantes des x et 

fi = Fi (x, -h jj, X, -h Xj ... x„ -+- y„). 

multiplions les équations (i) respectivement par /i, /j /, et 

ajoutons les résultats ainsi obtenus^ nous aurons 

(Ji — ^i)/i -^ Cr, — ar,)/, ...-+- (j„ — x„)/n = o. 
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OU 

Oi — ^t) Sa,;, {xj -h yj) -+- Cn — x^) I.a,j [xj h- y^) -h ... 
(Jn — x„) la^j (xj H- yj) = o 

ce qui peut s'écrire 
ou 

Il résulte de là que si Ton résout les équations (i) par rapport 
•aux y par exemple, on aura une substitution linéaire, telle que si 
l'on y remplace les y par leurs valeurs en x dans ^aijyiyjy cette fonc- 
tion deviendra ZaijXiXj. 

Il importe de remarquer que la substitution la plus générale qui 
transforme ainsi une fonction du second degré en une autre doit 

renfermer îî^^^— paramètres, c'est celle que nous venons de 

•donner ; elle a de remarquable que ses coefficients sont rationnels 
<îtà coefficients rationnels par rapport aux a^. 

Nous ferons enfin observer qu'aux substitutions que nous venons 
-de faire connaître il faudrait encore adjoindre celles que l'on obtien- 
<lrait en changeant les signes de quelques y. 

Quand on connait une substitution linéaire qui change ^jyiyj 
-en 2 bijXjXj, il sera facile d'en déduire toutes les autres en effectuant 
-après celle-ci une substitution qui n'altère pas l,bjiXiXi, ou avant, une 
substitution qui n'altère pas Zaïjyiyy 

Enfin les substitutions que nous venons de considérer ont évi- 
•demment pour déterminant rb i. 



CHAPITRE IX 



QUELQUES LIEUX GÉOMÉTRIQUES - THÉORÈMES 



. 1® Lieux de centres, etc. — Trouver le lieu des centres des sur- 
faces du second degré d'axes de grandeur constante touchant n 
plans rectangulaires. 

Gherchoiis d'abord la condition pour que la surface 

Is^ar^i — 1=0 
touche le plan 

à cet eflfet, identifions celle équation avec celle d un plan langent 

ou 

OU encore, en observant que sj^^ -h ... = i, 

nous aurons 



ou 



«.Xi _« «2J2 __ ï 



y — Ex. y — Pi 
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et portant ces valeurs dans Ss j^' = i 

ce qui montre que si une surface du second degré à centre touche 
un plan, le carré de la distance A* du centre à ce plan, est 

égale à la somme des quantités - ou des carrés des demi-axes, 

s 

multipliés par les cosinus/) des angles que les axes font avec la 

normale au plan. 

Prenons alors pour plans donnés les plans de coordonnées, et 

exprimons qu'ils touchent la surface de demi-axes ai,a^...ant 

nous aurons en appelant x^x^ ..., les coordonnées du centre 

mais les pij sont les cosinus directeurs de plans rectangulaires, 
donc l^pikPii = o, sauf si /f = /et alors lp^u= i, en ajoutant les 
équations (i) on a 

x^ 4- ... x*n= a-, •+■ a% -4- ... a*n, 

ce qui montre que le liau demandé est une sphère dont le centre 
est au point de croisement des plans. 

Corollaire. — Le lieu des points de concours de n plans rec- 
tangulaires tangents à une surface du second degré à centre est une 
sphère. 

Lieu des centres des surfaces du 2® ordre touchant ^^" ^^ — i 
•' 2 

plans. 

Soient «, ... «„ les demi-axes a^^ ... a,„ ; 0,4 ... a^n î ... leurs 
cosinus directeurs, la condition de contact avec un plan 

hi 4- UiiX^ -H u^iX^ ... -h u„iXn = o ou Xf = o 

est, en appelant a?j ... Xnles coordonnées du centre 

Télimination des a et des a donnerait le lieu. Mais on peut arriver 
autrement au résultat. 
Pour que 

F{x^ ..,x„) = o 
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touche le plan 

il faut que Ton puisse identifier cette équation avec celle d'un plan 
tangent, 






bx. 



ou que . 



I 5F 



tXn 






dXi 



ôF 



ou en égalant ces rapports à X et rendant F homogène 
ôF , ôF . 



ôa: 



fXo 



OU 



supposant F = ^aijx^Xj 



= o 



éliminant X et les a; entre ces équations et F = o ou celle du plan, 
on a 



(•) 



«00 ^01 ••• ^on "o 



«10 a.i ... flin M, 



Uft U, ... U» O 



On aura ^ — i équations analogues ou «^,,0^ ... devront 

être remplacés par u^i ... u„i et / par i, 2, 3 ... d*un autre côté 
en appelant x^x^ --* Xn les coordonnées du centre, on a 

ôF ôF 

- — = o, ... - — = o 

ôa?| OX n 

ou 





à,, as, -hOir^n -|-a„=o 


d'où Ton lire 




(A) 





*"tfi 
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en posant 

H = S ±: «00^11 •'• ^»»* 

A =5 2: :±:a^^ ... a„„ =——^ 
«00 

el (i) devient 

2KiU> —- = O. 

Si entre les équations obtenues en remplaçant u^par n^j, u,,-... et i 
par I, :«, 3 ... et les équations (A) on élimine les a^y, ou ce 

qui revient au même les — » on a une équation du premier 

degré en x^,x^, ... a?„. Le Ueu cherché est donc un plan. 

Trouver le lieu des pôles des plans normaux à une surface du 
second degré 

f(x^^,..Xn) = o 

en un même point a^^a^ .., ùnde cette sur/ace. 
Les équations de la normale en a^^a^ ... a» sont 

Xi — a^ a?g — flj 

un plan normal est un plan qui passe par la normale, il aura donc 
pour équation 

(i) (x, — a^) A, -h ... (Xn — an) A„ = o. 

et Ton devra avoir 

pour avoir le pôle d'un plan 

UjX, -+- ... u^n + «o = o> 

il faut identifier Téquation de ce plan avec celle du plan polaire de 
«i, «s à savoir 
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ce qui donne 

Le pôle du plan (i) sera donc donné par les formules : 
(3) -^:A. = ...=^^:(-A.«.-A.a,...). j 

Pour avoir le lieu, il faudra éliminfr A,, Aj ... entre (2) et (3). | 

On simplifiera en prenant / == ^j- 4- ... ^2" — i alois (2) et (3) | 



donnent 



Aj j}- -H ... A„ .^- = o, 

* 1 ' n 

A / 2 A /^ 



"1 



on a donc pour équations du lieu 

JT «1 "*- Ti «i — = o, 

* 1 ' i 

a, a, ajïa 

h ^ u ••• — °* 

2. Sur une propriété des surfaoes. — Considérons une surface 
de degré p 

(0 /(a^i Xn) = o, 

le nombre total des coefficients de /est 

et si l'un deux est a ^ on pourra mettre l'équation / = o sous 
la forme 

^«a.p... x*x^? ... = O, 



I 
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I2D 



si Ton exprime que la surface en question contient v — i points 
on aura v — i équations de la forme 

^««,p...ri»j/... = o; 
si Ton élimine les a on aura 



(^) 



xr^} 



^1 '*% 



ïji 



rr^. 



î.Vi 



Vi* v/ 



= o; 



le déterminant qui figurie dans cette formule a v lignes et v colonnes. 
Soient fcaS...» ^aS ...«••• '®^ coefficients de v surfaces du degré/) 
multiplions les deuxjjp^çmbres de (2) par le déterminant 






et appelons Sx^ 9^ -" 9>^ '®® premiers membres des équations des 
surfaces en question ^j,, </,j ... ^f ^ ce que deviennent ces premiers 
membres pour x^ =yiy x^ =y^ ••• î 5^21» S'âj ••• ce qu'ils devien- 
nent pour X, = Zj, aîji = Zj ... et nous aurons 



(3) 



9i 9i • 


•• 9^ 


9ii 9ii- 


•• S'iv 


9ii 9u • 


.• S'îv 



o; 



et cette formulé sera Tune des formes que peut afTecter Téquation 
f{Xi ... Xu) = 0, Or rien n'empêche de supposer 

9i = O^ij^i -H ... Xf^x" -h lioY. 

les X étant des constantes, l'équation \/gi = o représentera alors 
un plan et nous supposerons que Aî^, X/j ... sont ses cosinus direc- 
teurs. L'équation (3) exprime alors que toute sur/ace f=odu 
degré p est le lieu des points tels que les puissances p de leurs dis- 
tances à V plans j fixes, sont liées entre elles par une équation linéaire 
et homogène. 
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Ce théorème, peut prendre une autre forme, et Ton peut dire que 
pour que v points soient sur une surface du degré />, ils faut et il 
folfil qv'il exisfe une reîatîon dé là forme (3) ea même de la 
forme (2). 

La relation (2) aura lieu entre v points x, ... ; yi .. ; z, ... et 
Ton a pour des valeurs des /jl 

yi^gix, ...) -f- ii^g{y^ ...) 4- fz,Sf(2, ...) ... = o 

quelle que soit la fonction g, car alors on aitra 

f^i -+- Ks =0. 

KiiTj H- îijVj =0, 

et par suite on on déduira (2). On peut donc dire que si v points 
sont sur une sur/ace de degré p, il existera une relation linéaire et 
homogène entre les quantités g (x^..,), g [yi .,.) quelle que soit la sur- 
face g et si Ton a 

g — O'yXi -4- ... Kx„ -h loY 

On pourra dire que, pour que v points soient sur une sur/ace de 
degré />, il faut et il suffit qu'il existe une relation linéaire et homo- 
gène entre les puissances p des distances de ces points à un plan arbi- 
traire. 

Ces théorèmes ont évidemment des corrélatifs que Ton démon- 
trerait en supposant que x, , x^ ... sont des coordonnées tangentielles 
et que nous nous dispenserons d'énoncer. 

3. Condition de contact avec une droite. — Pour que la 
droite 

(G) x^ = a^ -h p^p. ... a;„ = ofn -h pn? 

touche la surface y = o, il faut que l'équation en p 

/(«i + Pi?i — ««-+- M = o 

ait une racine double ou que Ton ait en même temps 
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n 

Si Ton a/=2ai,,a;4Xy les deux équations en question prendront 

o 

la forme 

/(«. - -n) +(P. ,^ + ... Pn ,^)? + P»?(P, ... ?«) = O 

(f désignant Tensemble du second degré de / 

P./iK + P,?i .-.) + PJi(^. -^ ?iP •••) .-. = o 
formule ou/ = -^ . 11 suffit d'exprimer que la première a une ra- 
cine double, ou de poser : 

(') (P' i\ -^ ^ '^] ••' -*- P-g/J - Vi.«..«..-")^(?.. P.."P»)=o 

cette équation, quand on y considère les v comme des coordonnées 
courantes, est l'équation d'un cylindre dont les génératric<;s tou- 
chent la surface et ont la direction /3i , ^5^ . . . /3n. 

Le cône circonscrit qui a pour sommet a, a, ... s'obtiendra 
en éliminant les |3 et p entre l'équation qui exprime le contact et 
les équations (G) de sa génératrice. S'il s'agit de la surface 
"LaijXiXj = O, il faudra éliminer les jS et o entre (G) et (i), ce qui 
donnera 

[. ôF , , ôF 1* 

— 4/(a,«, ...) o{x, — a,,a-,— a, ...) = o, 
OU en observant que 



on a 



[^i ^ - -^""'ë;-- V(-i •••)]' - 4/(a, ...) ?(^i - »i -y = o 



ou 



(x. I ... + ^. :{-y- 4/(«. ...) (.. :{ ...) + 4/' («. ...) 

-4/(«. ...)?(x, —«,...) =o 
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OU 

Or 

on a donc l'équation du cône 

4. Théorème de Chasles. — Voici un théorème découvert par 
Chastes, et qui mérite d'être signalé, parce que Tilluslre géo- 
mètre pensait qu'il ne pouvait pas être établi par l'analyse ; 
Liouville cependant y est parvenu ; mais, il lui a fallu pour 
cela inventer une méthode spéciale d'élimination. Or ce théorème 
de Chasles (Théorème qu'il ne pouvait pas étendre S l'espace à n 
dimensions), est, comme on va le voir, très facile à démontrer et à 
généraliser, voici en quoi il consiste : 

Soit 

(l) f{^i^% ... ^n) = 

une surface algébrique, f désignant un polynôme entier d^un degré 
quelconque, si on lui mène des plans tangents parallèles à une 
direction, l^J^,.. l„, le centre de gravité des points de contact restera 
fixe quand on fera varier 1^,1^,,. l„. 

Les points de contact sont donnés par la formule (i) et les 
suivantes 



ou en posant 






f. = lL f..= ^V_ 
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par les équations 

(2) /=o,/, — /i» = o.../n- /„« = o. 

où s est une inconnue auxiliaire. Différentions ces équations en 
considérant les x et ^ comme des fonctions de l^... /„, nous aurons 



(3) 



posons 



Vi dx^-^f^dx^ ... H-/„ ctc„= o, 

|/il ^^1 -+-/18 ^8 ••• -^/indXn — /i rfs —5 rf/, = O, 
ifni àx^ -h/„j diC, ... -\' fnn dXn — Inds —8 dln= o ; 



D = 



Jn\ Jn2 • . • Jnn 'n 



nous tirerons de (3) 

Or, si/ est au moins du a*' degré, les s ^- seront de degré infé- 

rieur à D, et en vertu du théorème de jacobi 2(/xi sera nul, et 
il en sera de même de Idxg Idx^ donc 2aîj, Ix^ ... seront 
constants, c'est-à-dire indépendants de la direction /j, /,.../„, ce 
qui démontre le théorème de Chasles. 

Généralisons : supposons / au moins du 3* degré, on déduira 
de (4) 

x,dx, + x,dx, = !Jl (rf/, ^^ -h ...) + ?J (d/, ^ ...). 

alors — jr- 50?, sera de degré inférieur à D, et l'on aura 

^x^dx^ = O, 2 (x^dx^ -h Xjdxj) = o ou d2XjXj = O ; 

donc 2a?2,, 2x,a?2 seront constants, c'est-à-dire indépendants de l'o- 
rientation l^, /j.../„, il en sera de même de Zx^^ -+■ Sx*, -4- a ^x^x^ 
c'est-à-dire que 

Laurent. — La Géométrie analytique générale 9 
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La somme des carrés des cordes joignant les points de contact 
deux à deux sera constante. 

Il en sera de même de la somme des moments d'inertie polaires 
des points de contact. 

Si/ est au moins du 4* degré, on verra de même que la somme 
des cubes construits sur les cordes qui joignent deux à deux les 
points de contact est constante, etc. 

On voit aussi comment on pourrait généraliser d'une autre 
manière, en remplaçant les plans tangents par d'autres surfaces 
tangentes, etc. En sorte que le théorème de Chasles n'est que le pre- 
mier d'une foule de théorèmes analogues, qui ne sont que des cas 
particuliers du théorème dWbel et de Jacobi. 



CHAPITRE X 



LES GÉOMÉTRIES NON EUCLIDIENNES 



1. Géométrie de Riemann. — Nous allons étudier la géométrie 
sur rhypersphère 

(i) a:», -4- x\ -f- a-% -^x\ = R- 

de rayon R. Les coordonnées d'un point, au nombre de 4 sont tou- 
jours liées par la relation (i). En réalité elles seront au nombre de 
trois distinctes. 

Un déplacement sans changement de forme sera une substitution 
orthogonale et homogène, entre les 4 coordonnées de chacun des 
points d'une figure. Il y aura alors un invariant x^^ -h x% 
-f- x^j -4- ic% = X* et un autre invariant 

{x, - x\y -t- (x, — x',y -h (arg — x\y -+- (x, — x\y 

que Ton pourra remplacer par x^x\ -+- x^x\ -+- x^x\ -h x^x^'. 

Toute équation homogène en Xj, a;^, a?g. x^ et du premier degré 
représentera ce que nous appellerons un plan. Deux équations 
linéaires et homogènes représenteront une droite. 

Si on résout les équations d'une droite par rapport à deux 
des coordonnées, celles-ci se présenteront comme fonctions liné- 
aires et homogènes, des deux autres, et si Ton exprime celles-ci en 
fonction linéaires, et homogènes de deux paramètres, u, v les équa- 
tions d'une droite quelconque se présenteront sous la forme 

Xj = OjU 4- /jV, ... x^ = a^u -H IfX), 
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Il sera commode de poser u = p ces <p, v = p sin ç, et alors 

ar, = p(a, ces «p -h /^ sin ç) ... 

or pour «p = o a?j = a,p ces <p, ... ainsi a^p ces ç ... et l^p sin <p ... 
sont les coordonnées d'un point de la droite donc p*2aj* ces* <p = R*. 
p*L/i« si^a ^p -- 1^8 et comme SiCi* doit aussi être égal à RS on aura 

R« =: 2ai*p' ces* (p -h 2 SaAp* sin © ces «p -H S/f^p* sin* <p ; 

il faudra que p^SOi/j sin «p ces <p = o et cela quel que soit y ; donc 
on peut supposer p = i et 

2ai« = R«, 2ai/. = o. 2:/i* = R*, 
et les équations de la droite seront 
(a) Xj = flj ces <p -h /j sin <p, x^ = .,. 

La longueur d'un arc de courbe sera l'intégrale 



prise entre deux limites caractérisant les extrémités de l'arc, la 
longueur de la droite (2) prise entre des limites définies par les 
paramètres ^0 ^^ ?i sera 



f v/s (a sin cp - / cos tp)^ d^ = /J^ Rc/ç = R (<p, — ©,), 

R (tpi — (po) sera la distance des points extrémités de la droite qui 
les joint. 

L'angle A de deux lignes en un point a?,, x^, ajj, x^ commun à 
ces lignes est donné par la formule 

^^* ^ — ds "as' "^ (i7 ds' "^ "a* "3? "^ 'cû 37' 

5 et 5' désignant les éléments des arcs au point commun. 
Si l'on considère la droite (2) et la droite 

(3) Xi = a, cos %' -h l\ sin «p', ... 

qui passent en dj, 02, «s» a*» leur angle V est donné par la for- 
mule 

cos V = ee' [Sa^* sin cp sin cp' + Soi/'j cos <p' sin ç 

-f- SOj/, cos cp sin cp' -f- sy^ cos cp' cos cp], 
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formule où e = -?, e' = -'^^ ; or s = Ro, s' == R<p', on a donc en 
posant <p = o, «p' = o. 

CCS V = ^ sy'i. 

Pour /^ = /',, ij = fj ... CCS V == I, car 2^* == R«, et les droites 
sont confondues, si S/i/', = o, ces V = ^, et les droites sont per- 
pendiculaires l'une sur l'autre. 

Si nous éliminons les /' et tf' entre (3), E^/^ = o et ti'f = R* ; 
nous aurons le lieu des droites perpendiculaires à une autre en un 
point donné. Or on a 

., _ gj — a'i ces y^ 

C i i 5 » 

• sm «p' 

donc 

R* sin* ^' = ^(xi — Ci cos «p')^, 2^(xi — a^ cos <p') = o. 

De la dernière on tire 
et le lieu cherché a pour équation 

«■[-(&)■] =K"--iii'- 

c'est-à-dirç 

«* - (iâ)'(^' - ^«'*) = ^'* - ^^«'-■- Si' 

en observant que 2a« = R*, Sa;* = R*, il reste 

:^aiXi ZliXi = o ; 

équation qui se décompose en i,aiXi = o et tliXi = o, or le lieu 
doit passer en Gi^a^... et 20^0?^ = o n'y passe pas, donc le lieu 
cherché est le plan s/^a^j = o, dit perpendiculaire à la droite (i). 

Cherchons maintenant Téquation de la droite passant par les 
points j'j, j'j. ^3, y^ et Zj. z^^ Zg, z^, appelons a la distance de ces 
deux points ; ses équations seront 

X, =y, cos «p -h z'j sin «p, ..., 
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et on devra avoir 

M =yi cos?' -t- z\ sin«p', .... 
ou en éliminant z\, z\ ... 

Xj sin îp' — Zj sin cp = yj sin (q' — o), 
ou 

,- y^ sin ( o^ — ?) + ^i si"^ T 

A 1 • ' 7 » • • • 

* Sin o' 

or 

donc on a pour les équations de la droite 

y, sin (j[- — ?) -+- 2i sin «p 



(.4) X, 



. a 



La longueur de la droite 

X, = Cj ces o -h /^ sin cp, ... 

est donnée par la formule R cos ((p, — (po), or aux arguments 
Oo et (pi correspondent les points 

t\ = a, cos cpo -H /^ sin cpo, ... et x\ = a^ cos 'p, -4- /j sin «p^ ... 

et Ton a , » 

Sx'jo/'j = SOj^ cos ©0 cos cp, + 2/j2 sin (po sin »j 
-h 2 Saj/f (sin cp^ cos ©j -f- cos cp^ sin <pj), 

ou 

Sx\a^"j = R* cos (oj — cpo) -H 2 Za,/,- sin (cpo -t- oj ; 

mais 2a,/i est nul, donc 

^x\x\ = R^ cos (o, — -p,). 

ce qui fournit la distance ou le cosinus de la distance de deux 
points en fonction de leurs coordonnées. 

Revenons à l'équation (4) de la droite qui passe par les points 
ji ... Zi ... Considérons une autre droite 

x^ sin ( w — ç' 1 -+- z, sin cp' 
X, = ^ . ... 



sin 



R 



I 
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passant par Zj ... et a^i .., la distance de ces points étant 6, Tangle C 
des droites (4) et (5) sera dqnné par la formule 



Z I — y-cos/TT — ©W^icosç II — XjCos/g — o'j-j-ZiCOso' I 



R2cosC = 



ou Ton devra faire 



on aura alors 



. a . 6 
sin -^ sm ^ 



a . f h 



'^ ces Cl sm 1^ sin w = 2rc,yj -h Sz»^ ces w cos jv 



— LyiZi cos ^ — Sxi^i cos g. 



c'est-à-dire 



•* cos Ci sm j^ sm |^ = iV cos |^ + R' cos |^ cos w — 2 R^ cos ^ cos ^ , 



ou enfin 



c a h ^ , a . h 

cos j. = cos w cos ^ -t- cos G sm ^ sm ^ • 



C'est la relation qui existe entre les angles et les côtés d'un 
triangle ; de cette formule et de ses analogues 

a b c . . b . c 

cos |C = cos n cos w -h cos A sm t» «m ^ , 

6 a c -Tk - c > a 

cos ^ = cos |v cos ^ -h cos B sm ^ sm w , 

on lire toutes les formules de la trigonométrie sphérique; 

2. Espaces Hyperboliques. Géométrie de Bolyai. — Pla- 
çons nous dans l'espace hyperbolique, dans lequel les coordonnées 
Xi ... ^4 d'un point sont liées entre elles par la relation 

^'i -+- ^% -^ ^\ — ^\ = ^'i 
et pour abréger posons 

*l + «2 H- «3 — O^ = X'ofi, 
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on pourra écrire 

Le déplacement sans changement de forme, sera la substitution 
linéaire I 

^» = ««Jl -*- «i^8 ••» ^^4^4» (i = I, 2. 3. 4) I 

dans laquelle on aura ' 

H'CLipUiq = O, 2'a% = I . 

alors on aura 

l,'x\ = ZYi = R*. 

Toute équation homogène et du premier degré en x^, x^, Xj, x^ 
représentera un plan, deux équations linéaires homogènes repré- 
senteront une droite. 

Les équations d'une droite seront alors de la forme 

x^ = ajii -t- b^Vf ... 

ou plus élégamment (en suivant une analyse semblable à celle que 
nous avons développée au S précédent) 

^i). x, = otj CCS h^ -h fej sin /lo, ... 

la longueur de Tare de. courbe sera 



cl la longueur de Tare de droite (i) sera 

R(?i - -Po)- 

Tangle A de deux lignes se rencontrant en x^, acj, x.^, x^, sera donné 
par la formule de définition 

1 ^i^X: dX: 

S et s' désignant les longueurs des arcs au point commun ; l'angle V 
de deux droites 

(a) rcj = flj ces h^ h- 6, sin h^, ... 

x^ = a, C08 h^' -h b\ sin M, ... 
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au point a^, a, ... est donné par la formule 

cos V = ^- Z'bib'i, 

et le plan perpendiculaire en a,, a^ ... à la droite (3) est 

ZbiXi = o. 

la droite qui passe par les points x^, x, ... et j,, y, ... et dont la lon- 
gueur est c a pour équations 



Xj sin ^{tï "" ?) -^ J'i sin/i<p 



. c 
""H 

et en copiant pour ainsi dire lanalyse du S précédent, on trouve 
entre les angles et les côtés d'un triangle ABC les relations 

,a , b ,c «L^'i^^A 

cos h^ '-= cos h^ cos n^ -f- sin hi^r sin h^ cos A, 

,6 , c , a ' 1 ^ ' L^ -D 

cos ^|v = cos h^ cos Aiw -i- sin /tw sin /i,v cos d, 

,c ,a ,6 , , a . , b f^ 

cos /ifi = cos h^ cos /iw -h sin /iw sin /i ^ cos t.. 

et en général toutes les formules de la trigonométrie sphérique ou 
on change a en a \J — i , 6 en 6 \/ — i et c en c v^ — i . 

3. L'horisphère. — Plaçons-nous dans un espace hyperbolique, 
soit 

AjX^ + AjXg 4- A3X3 -f- A^X^ = o ; 

l'équation d'un plan, par un point a^, a^, a.^, a^^ du plan menons 
une perpendiculaire de longueur / à ce plan, elle aura pour équa- 
tions 

Xj = «1 cos/i'f + 6j sin/icp, ... 

pour o = o, on a Xj = a^, ... pour o = g, on a 

hl , . hl 
X, = aiCOS-w = Oj sm j^, ... 
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et pour que la droite soit perpendiculaire au plan,. il faut que 

^ b^ 63 _ b^^ R 

Aj "" Aj — A3 -^ A, — v^^T* 

Les coordonnées du point situé sur la perpendiculaire en a, a^ . . . 
menée au plan et à la distance / de ce point seront 

V hl RA, 

éliminant les a entre ces équations et 

. . A^a^ -h A-^a2-h AjO, — A^a^ = o, 
on a Téquation de Vhorisphère. 

c'est une équation non homogène du i*"^ degré, mais qu'il est facile 
de rendre homogène, en l'écrivant ainsi 

^ l^' ~ s/z'A^ R ) ~Kl = °- 

cos 



CONCLUSION 



La géométrie Euclidienne correspondant au cas où R = oo , 
dans les deux géométries que nous venons de considérer, pourrait 
s'appeler géométrie parabolique. 

En géométrie sphérique, dans un triangle ABC qui a un angle 
droit B, on déduit de la formule 

cos A = cos B ces G 4- sin B sin G ces w, 

la suivante 

ces A = sin G ces ^ ; 

cos j. sin C peut être pris égal a i et même plus petit que i ; une 

droite perpendiculaire à une droite peut rencontrer une autre per- 
pendiculaire à cette droite. Au contraire en géométrie hyperbolique, 
dans le triangle rectangle en B, on a 

cos A = sin G cos h n ; 

et sin C cos h ji doit être inférieur ou au plus égal à i, pour que A 

soit réel ; donc C < - . Non seulement deux perpendiculaires ne se 

rencontrent pas, mais bien des obliques ne rencontrent pas la per- 
pendiculaire située dans le même plan, le plus petit angle 2p 
donné par la formule 



cos p = 



cos h p 



est Vangle de parallélisme; il dépend de la nature de Tespacë ca- 
ractérisé par la constante R, et il dépend aussi de la dislance a qui 
sépare la perpendiculaire du point par lequel on mène Toblique. 



l4^ LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GÉNÉRALE 

Le postulatum d'EucIide, au fond, suppose qu'un déplacement 
est une substitution orthogonale. 

La géométrie sphérique ou de Biemann, suppose le déplacement 
défini par des formules telles que 



(I) 

avec les relations 






^'i -h a?*, -4- x\ -h x*^, = R*; 
la géométrie hyperbolique suppose 

x\ -h x\ -h x\ — ar*^ = R*. 

les formules (i) ne sont plus orthogonales et Ton a 

au^ -^ a^i^ -h a,i^ — a^^ = i, 
ùuOij -h a^iCi^j H- a^iù^j — a^iO^y = o. 

Les formules de la géométrie Euclidienne sont homogènes par 
rapport aux lignes, quand Tunité ne joue aucun rôle dans ces for- 
mules. C'est là un fait qui est incontestable, et qui résulte de ce 
que les formules fondamentales sont homogènes ; mais on a cru 
démontrer cette homogénété à priori, et sans s'appuyer sur aucune 
considération tirée des théorèmes de la géométrie. Or le principe 
d'homogénété, s'il était \rai, servirait à démontrer le postulatum 
d Euclide, car, dans un triangle, un angle est fonction d'un côté 
et des deux autres angles ; puisque, un triangle est déterminé quand 
on donne un côté a et les angles adjacents B et C, donc en appelant 
A le 3« angle, on aurait A == ç(a,B,G), d ou a doit disparaître, en 
vertu de Thomogénété; donc A = p(B,C), et dans un triangle rec- 
tangle, si B = ^, A est déterminé quand C l'est, car la fonction f 

et son inverse n ont qu'une valeur. Il n'est pas difficile alors, en 
décomposant un triangle en deux triangles rectangles, au moyen 
d'une hauteur, de voir sur cette figure, que A -f- B 4- G == ir. 

D'ailleurs les formules de la trigonométrie sphérique et hyper- 
bolique ne sont pas homogènes. 
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4. L'espace homogrephique. — Nous allons édifier un nou- 
veau type de géométrie, mais auparavant, il est nécessaire de dire 
ce que Ton entend par un groupe de substitutions, considérons 
une substitution 

(i = I, a ... fi) 

Supposons que les fonctions f renferment outre les variables 
x^ ... Xn, des paramètres variables, comme les substitutions ortho- 
gonales, voir même des fonctions arbitraires, la substitution (i) en 
représentera en réalité une infinité, et ces substitutions formeront 
un groupe, si en eiTectuant deux substitutions quelconques de cet 
ensemble successivement, on obtient une nouvelle substitution de 
cet ensemble, et si de plus, les substitutions obtenues en résolvant 
les équations (i) font encore partie de l'ensemble. Enfin pour cer- 
taines valeurs de paramètres, on doit avoir o^ = x,. Les substitu- 
tions orthogonales sont un exemple de substitutions formant un 
groupe. 

Les déplacements dans l'espace ordinaire Euclidien et a trois 
dimensions que Thomme a créé, pour expliquer et coordonner ses 
sensations, forment un groupe; mais en réalité les déplacements 
forment-ils un groupe ? Les objets sensibles, peuvent-ils pren- 
dre deux fois la même place ? il semble que oui, mais cela n'est pas 
sûr. Or ce qui fait que l'étude de la géométrie est intéressante, 
c'est précisément parce que nous admettons la notion d'égalité des 
figures, notion qui n'existe que parce que nous admettons que les 
déplacements forment un groupe. 

Les diverses géométries que Ton peut édifier sont donc au fond 
l'étude des groupes de substitutions • et de leurs invariants, et par 
invariants nous entendons tout ce qui subsiste quand on fait les 
substitutions du groupe que l'on considère. 

Un groupe important, le premier de ceux qui a été étudié, est 
le groupe linéaire, il donne lieu à la considération de Tespace ho- 
mographique, les formules 



(I) Vi = 



((= I, 2, ... n) 
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OÙ les au sont des paramètres indépendants des Xj qui définiront 
maintenant les déplacements sans changement de forme. Une équa- 
tion de premier degré 

k^x^ H- A^X^ ... -\- knXn -4- Aq == O 

représentera toujours ce que nous appellerons un plan, n — i 
équations du premier degré ou des équations de la forme 

{2) x^ = «jP -f- Pj. ... Xn — a„p -+- P„, 

où les a et les jS sont constants et p variable, représenteront tou- 
jours une droite. 

Un déplacement, évidemment, n'altère pas le degré d'une équa- 
tion, une droite, un plan déplacés sont encore une droite, un plan. 
Mais la notion de distance n'existe plus en général, pas plus que la 
notion d'angle, deux points n'ont pas en général d'invariant. 

Quatre points 

:D.(')...;a-.")...;x,(5)...;a;/«„. 

ont un invariant quand ils sont en ligne droite; cet invariant, que 
l'on appelle leur rapport anharmonique, est donné par les formules 



XI 



i^-x!^ . ar/3) _ ,./») 



.'0-^.(4) • x,W--a-W 



ou « peut être à volonté égal à 1,1, ,..n. Pour le démontrer, il 
suffit de mettre les équations de la droite contenant ces points sous 
la forme (-2), d'y changer jSj, /B^, jSj, jS* et x en y, ce qui donne 

j 0) ^ aipi -^ P, ... j„(') = a„pi H- p„ 



de faire la substitution (i) ce qui donne 






pour constater que 



•^'^ -^. _ ^/^^-^.^'^ = p. - H , Pa-P> ,t,. 



a;,(') _ atjW a^/î) _ ajjW Pi — P* ' Pa — Pt 
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Il y a des points que toute substitution linéaire laisse invariants, 
on les obtient en faisant dans (i) 

ce qui donne 

Ko ■+- «10^1 -^ •••) ^i = «Oi- -^ «li-^l + ••• 

ces équations sont du deuxième degré en iCi, aj„, on peut lès mettre 
sous la forme 

api + auXi -4- . .. _____ ^ 00 H- «ipac ... _ ^ 
ou en les rendant homogènes et en supposant x^ = i 



ou enfin 



^Qi^O -+■ ^ii^i -h ... ___ «00 -i- «ipa^l -f- ... ___ 



Si^o H- aji^-j ... + a„ia:„ = sxi 
{1 = 1,2 ... a) 



l'élimination des x donne une équation du degré n -\- 1 en s. 



(Iqq — s, CjQ ... Gno 



Si «Il "- «» ••• ««1 



à chacune des racines de cette équation correspondra un système de 
valeurs des x. Il y aura donc n -{- i points invariants et par suite 
des droites invariantes joignant les points invariants, etc. 

Bien entendu, ces conclusions sont soumises à des restrictions. 

Maintenant nous allons diminuer la généralité de nos conclu- 
sions pour obtenir des résultats plus conformes à l'idée que nous 
nousfesons de l'espace que nous croyons réel. 

L'homologie. — Considérons le cas particulier où les formules 
homographiques sont de la forme 



y. :z=z * 



elles forment un groupe 
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On voit que le point x^ = o, x, = o ... reste inTariant, c'est le 
centre dhomologie oa VœU. Les points dn plan 

a,x, -f- Oj^f •-. = 1 

restent invariants, c'est le plan du tableau. Le rapport anharmo- 
nique est toujours invariant pour 4 points en ligne droite. 

Réduisons le nombre n à 3 pour nous rapprocher, de nos appa- 
rences, désignons par Ti T, .,. les opérations qui ont pour objet 
de faire une substitution 

x^ ar, _x, 

^' — axi-h6x, -hcx3-hcf -^* — ... ' ^* ~ ... 

désignons en outre par Di D, ... de simples déplacements par 
D'|, D'^ ... les opérations qui ont pour objet de remettre en place 
les figures sur lesquelles on a opéré les déplacements D, D,... 
enfin par Dî Tj l'opéraliGn résultant de l'opération T^ suivie de 
l'opération Di. Les opérations D'^ TDi sont représentées par des 
formules linéaires qui forment un groupe, car 

D'.T.DiD'iTA 
revient à D'^T^T^Df, les opérations T'.DTj également, car les opé- 
rations D forment un groupe. 

Si donc on considère un objet réel dans diverses positions et l'ob- 
jet bomologique qui en est une sorte d'image, ces images, pour 
nous, changeront de forme, en supposant, a, 6, c invariables. Le 
point y,, y^, y.j^ étant joint au point x^^ x^, x^, la droite qui unit 
CCS points aura pour équations 

^1 — ^1 ^a — ^i -^s — ^3 



^3 



ou 



ou 



ri — a-. 




ri - 


X, 




r« — a;. 


X, -X, 

^1 


= 


X, 


X, 


= 


Xs — as, 

«3 




X. 


-h 




Xa 





elle passe par l'œil ; on peut supposer 

ax, -h bx^ -+- cxj -h (f = X3 — h 
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rintersectîon de la droite en question avec le tableau X, ==" h, aura 
pour coordonnées 

Xh ^ h 

C'est ce qu'on appelle la perspective du point y^, ja, y^, perspec- 
tive dont les propriétés sont bien connues. La figure homologique 
d'une figure donnée est ce qu'on appelle la perspective relief ou 
bas-relief de ce tle fîgu re . 

Or, nous ne voyons que les bas-reliefs des objets, et même que 
les perspectives de ces objets quand l'œil reste immobile, ou varie 
peu par rapport aux dimensions de ces objets. N'oublions pas 
alors, que les apparences sont trompeuses, n'oublions pas qu'il a 
été dangereux de proclamer que la lune était plus grande que le 
Péloponèse, même chez les Athéniens. 

La similitude est un groupe de transformations que Ton obtient 
en faisant successivement des déplacements euclidiens et des substi- 
tutions de la forme 

jj = kx^ ... y„ = /fx„ 

k désignant un paramètre variable, mais indépendant des x et 
des y. Ces dernières substitutions sont des homolhelies. Elles ont, 
comme on sait, pour invariants les angles, mais la distance n*est 
pas, en général invariante. 

Enfin il y a un groupe de transformations très intéressantes à 
cause des analogies qu'elles présentent avec les transformations 
orthogonales ; ce sont les suivantes : 

Sjj = a ,H- c^^x^ H- c^^x^ H- C^Xu, 
Ji = «2 4- c^^x^ -h c^^x^ -+- c^„x„, 



les a et les c,y sont indépendants des x et des y et les Cij sont les 
cpefHcients d'une substitution qui n'altère pas une fonction du 
second degré homogène toujours positive 

et que nous avons appris à former p. (118). Si Ton appelle dépla- 
cement sans changement de forme une substitution telle que (A), 

Laubbnt. — La Géométrie analytique générale lO 
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distance de deux points x^x^ ... et x'j, x\ ... la quantité & donnée 
par la formule 

8* =f(x\ — x,, x\ — X, ...) 

â sera un invariant. 

On pourra mettre les équations de deux droites sous la forme 

OTi = Y, -h §j<, ... Xn = Yn -f- S„^ 
X, = y\ 4- 8V» - ^n = ï'n -h ^'nt 

les y et les (^ désignant des constantes et / une variable on pourra 
supposer 

A8.,8,...)=i.A8'.,8',-)='; 
et alors on appellera cosinus de l'angle des deux droites l'invariant 

8'./.(8'.. 8', •••) + *,/,(8'.. 8', •••) + ••• 
qui est égal à 

8/.(8'.. 8'. ...)+8J.(8'.. 8', ...) + .... 
formules où 

Ji[X,,X^ ^^_ 

à l'aide de ces conventions on pourra constituer une géométrie qui 
ressemblera beaucoup à la géométrie Euclidienne. 

En parlant des groupes de substitutions, nous n'avons fait qu'ef- 
fleurer un sujet extrêmement vaste et qui est appelé à jeter un jour 
éclatant et nouveau sur toutes les branches de l'analyse, ce qui 
précède n'est qu'unç introduction à cette théorie dont toute l'im- 
portance a été mise en relief par le géomètre Suédois Sophus Lie. 

Une dernière question. — Et maintenant que nous sommes 
fixés sur la nature des hypothèses fondamentales sur lesquelles est 
fondée notre géométrie Euclidienne, il se pose une question : 

Est-îl possible d'édifier une géométrie rigoureuse dans ses prin- 
cipes, claire dans son exposition, sans se servir de l'appareil algé- 
brique et trop transcendant dont nous avons fait usage ? 

Peut-être, car nous ne pouvons prévoir les découvertes que nous 
ménage l'avenir. Dans l'état actuel de la science, cela parait bien 
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difGcile, car il faudra définir le déplacement sans changement de 
forme auquel est liée Tidée de nombre ; celte idée du nombre est 
indépendante de tout système de numération, car c'est un symbole 
qui sert à distinguer les quantités égales entre elles de celles qui 
leur sont supérieures ou inférieures, ce symbole peut être une 
forme géométrique sur laquelle il faudra chercher à définir l'éga- 
lité et Taddition d'une façon qui comportera beaucoup d'arbitraire 
et quoi que Ton imagine, la géométrie que Ton édifiera devra néces- 
sairement s'appliquer à une foule de figures très différentes et por- 
tant le même nom. 

Le plan, la ligne droite, Tangle, la distance devront être les in- 
variants des déplacements sans changement de. forme, et on devra 
pouvoir démontrer facilement le postulatum d'Euclide. La grosse 
difficulté sera la définition du déplacement sans changement de 
forme. 
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